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Розглянуто вимушенi осесиметричнi коливання цилiндричної оболонки середнього видовження, розташованої в по-
тоцi вдалинi вiд зони крайового ефекту. Отримано вираз для згину оболонки як функцiї її параметрiв i потоку
для двох типiв крайових умов – шарнiрного закрiплення й ковзного защемлення. Показано, що у випадку рухомого
середовища, яке оточує оболонку, амплiтуда її коливань при iнших рiвних умовах завжди менша, нiж у нерухомому

середовищi.

Рассмотрены вынужденные осесимметричные колебания цилиндрической оболочки среднего удлинения, располо-
женной в потоке вдали от зоны краевого эффекта. Получены выражения для изгиба оболочки как функции ее
параметров и потока для двух типов краевых условий – шарнирного закрепления и скользящего защемления. По-

казано, что в случае подвижной среды, окружающей оболочку, амплитуда ее колебаний при других равных условиях
всегда меньше, чем в неподвижной среде.

The paper deals with considering of induced axisymmetric vibration of a cylindric shell with medium elongation situated

in a flow far from zone of edge effect. The expressions for shell’s bending as a function of its parameters and and the
flow has been obtained for two types of boundary conditions, namely, the hinging and sliding fixation. Shell vibration
amplitude in the case of moving surrounding continuum is shown to be always less than that in stationary medium.

ВСТУП

Динамiчнi задачi, орiєнтованi на рiзноманiтнi
запити й потреби технiки, традицiйно займа-
ють значне мiсце в дослiдженнях механiки де-
формованого твердого тiла [1 – 4]. Складнiсть до-
слiдження поведiнки конструкцiй при перiоди-
чному або iмпульсному зовнiшньому впливi по-
яснюється, зокрема, взаємопов’язанiстю процесiв
навантаження й деформування. Дослiдження по-
казали, що тонкостiннi металевi, композитнi [5 – 7]
або так званi “м’якi” оболонки (надувнi, зануре-
нi струменi [8 –10]) пiд дiєю акустичних або ме-
ханiчних хвиль активно здатнi iстотно впливати
на потоки оточуючого суцiльного середовища. Ра-
зом з тим, у багатьох практичних випадках зга-
данi акустичнi сигнали генеруються потоками га-
зу або рiдини усерединi (ззовнi) оболонки. Ча-
сто задачi про вимушенi осесиметричнi коливання
цилiндричних оболонок, якi перебувають пiд дi-
єю акустичного поля тискiв, розв’язуться методом
Фур’є [5 –7]. Ряди для функцiї прогину, якi при
цьому використовуються, мають досить повiльну
збiжнiсть: для того, щоб адекватно описати вплив
рiзних типiв закрiплень на кiнцях iнодi потрiбно
залучати кiлька десяткiв членiв ряду. Це обумов-
лено тим, що для осесиметричних коливань обо-
лонки власнi частоти ωk з вiдносно малими чи-
слами згинаючих пiвхвиль k практично залиша-
ються незмiнними. Тому результати таких обчи-

слень зручно застосовувати саме для оболонок з
видовженням, яке вiдповiдає великим k. Однак у
технiцi не менш часто використовуються оболонки
середньої довжини, для яких згадана схема пра-
цює гiрше.

Цю статтю присвячено дослiдженню впливу по-
току суцiльного середовища на амплiтуду коли-
вань згину бiчної поверхнi цилiндричної оболон-
ки. Рiвняння вимушених коливань проiнтегровано
в замкнутому виглядi. Отриманий розв’язок може
бути використаний як тестовий при порiвняннi з
наближеними розв’язками у бiльш складних зада-
чах цього типу.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI Й ОСНОВНI РIВ-
НЯННЯ

Розглядаються вимушенi осесиметричнi
коливання цилiндричної оболонки середньої
довжини, що перебуває пiд дiєю акустичного поля
тискiв:

δp =
1

2
δpk

{

exp

[

iΩkz

c(1−M)

]

+

+exp

[

− iΩkz

c(1 +M)

]}

exp(iΩkt),

(1)

Ωk = (1−M2)
kπc

2`
, k = 1, 3, 5, . . . (2)

У цих виразах z – координата вздовж осi; ` – дов-
жина цилiндра; t – час; c – швидкiсть поширення

c© Ю. М. Дудзiнський, 2010 17



ISSN 1028 -7507 Акустичний вiсник. 2010. Том 13, N 1. С. 17 – 21

звуку; v – швидкiсть потоку газу всерединi оболон-
ки; M=v/c – число Маха; Ωk – кругова акустична
частота; δpk – збурення тиску у вхiдному перерiзi
труби.

Лiнеаризований вираз для навантаження, що дiє
на оболонку, можна записати у виглядi

p = p0 + δp− ρ0

(

∂ϕ

∂t
+ v0

∂ϕ

∂z

)

,

де p0, v0, ρ0 – гiдростатичний тиск, швидкiсть i
густина суцiльного середовища в незбуреному по-
тоцi вiдповiдно; ϕ – потенцiал швидкостi. Однак
для простоти приймемо

p ≈ δp.

Рiвняння осесиметричних коливань цилiндри-
чної оболонки мають вигляд [5]:

∂2u

∂z2
+

(

ν

r

∂

∂z
− h2

12r

∂3

∂z3

)

w = −1− ν2

Eh
qz, (3)
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r

∂
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)

u+

+
h2

12r2

(

r2
∂4

∂z4
+

1

r2
+

12

h2

)

w =
1− ν2

Eh
qr,

(4)

де h, r – товщина стiнки й середнiй радiус оболон-
ки; E, ν – модуль пружностi й коефiцiєнт Пуассона
матерiалу оболонки; qz, qr – вiдповiдно розтягую-
чi й згинаючi сили, якi дiють на одиницю площi
оболонки. Розглядаємо оболонку середньої довжи-
ни (πr/`∼1), причому домовимося, що нехтування
поздовжнiми силами iнерцiї (qz=0) не призводить
у нашому випадку до iстотної похибки. Опустив-
ши у рiвняннi (3) третiй доданок, який має поря-
док (h/`)2 у порiвняннi з другим, при вiдсутностi
осьових сил отримаємо спiввiдношення

∂u

∂z
= −ν

r
w.

Пiдставимо цю залежнiсть у рiвняння (4), в яко-
му знехтуємо другим доданком у другiй дужцi як
малою порядку (h/r)2. Остаточно приходимо до
виразу

D
∂4w

∂z4
+D

ν

r2
∂2w

∂z2
+

Eh

r2
w = qr,

D =
Eh3

12(1− ν2)
.

(5)

Задача буде розглядатись для двох типiв грани-
чних умов – шарнiрного закрiплення й ковзного
защемлення країв оболонки, якi вiдповiдають крi-
пленням, що часто використовуються в реальних
конструкцiях.

2. РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI

Очевидно, що поза зонами крайового ефекту, де
функцiї прогину мають вигляд, аналогiчний функ-
цiї тиску (1), роллю перших двох доданкiв у вира-
зi (5) можна знехтувати. У зонi ж крайового ефек-
ту, де показник змiнюваностi великий (λ∼1/

√
hr),

другий доданок у νh/r раз менший, нiж перший.
Тому вважаємо, що досить точно описати згина-
ючi коливання по всiй довжинi оболонки можна
спрощеним рiвнянням

D
∂4w

∂z4
+

Eh

r2
w + ρh

∂2w

∂t2
= δp, (6)

де ρ – густина матерiалу оболонки.
Приймемо хвильовий розв’язок у виглядi

w = (w′

k + iw′′

k) exp(iΩkt). (7)

Тодi рiвняння (6) з урахуванням спiввiдношень (1)
i (2) набуває форми

d4w′

k

dz4
+ 4β4

kw
′

k =
δpk
2D

[cos(1 +M)αkz+

+cos(1−M)αkz],

d4w′′

k

dz4
+ 4β4

kw
′′

k =
δpk
2D

[sin(1 +M)αkz−

− sin(1−M)αkz],

(8)

β4
k =

ρh

4D
(ω2 − Ω2

k), ω2 =
R

ρr2
, αk =

kπ

2`
.

Припускаючи, що β4
k>0, одержуємо такi

розв’язки рiвнянь (8) [11]:

w′

k = exp(βkz)[C
′

1 cos(βkz) +C ′

2 sin(βkz)]+

+
exp(−βkz)

2
[C ′

3 cos(βkz) + C ′

4 sin(βkz)]+

+
δpk
8Dβ4

k

[cos(1 +M)αkz + cos(1−M)αkz],

(9)

w′′

k = exp(βkz)[C
′′

1 cos(βkz) + C ′′

2 sin(βkz)]+

+
exp(−βkz)

2
[C ′′

3 cos(βkz) +C ′′

4 sin(βkz)]+

+
δpk
8Dβ4

k

[sin(1 +M)αkz − sin(1−M)αkz].

(10)

В обох виразах (9) i (10) доданки з коефiцiєнта-
ми Dr2(1±M)4/(Eh) вiдкинуто як малi порядку
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(`1k/`)
4 у порiвняннi з одиницею (`1∼

√
hr – ши-

рина зони крайового ефекту).
Визначимо коефiцiєнти C ′

1,. . . ,C
′′

4 для крайових
умов шарнiрного закрiплення й ковзного защемле-
ння вiдповiдно:

w′ =
∂2w′

∂z2
= 0, z = {0, `},

w′′ =
∂2w′′

∂z2
= 0, z = {0, `}.

Враховуючи спiввiдношення (7) i вiдкидаючи малi
члени, пов’язанi з впливом країв на далекi вiд них
дiлянки поверхнi цилiндру, одержуємо для шар-
нiрного закрiплення:

w′

k =
δpk
8Dβ4

k

{

cos(1 +M)αkz+

+cos(1−M)αkz−

−2 exp(−βkz)

[

cos(βkz)+

+
1

2

(

αk

βk

)2

(1 +M2) sin(βkz)

]

+

+2(−1)(k+3)/2

(

αk

βk

)2

M exp [βk(z − `)]×

× sin

(

Mkπ

2

)

sin [βk(` − z)]

}

,

(11)

w′′

k =
δpk
8Dβ4

k

{

sin(1 +M)αkz−

− sin(1−M)αkz−

−2(−1)(k+3)/2

(

αk

βk

)2

M exp [βk(z − `)]×

× cos

(

Mkπ

2

)

sin [βk(` − z)]

}

,

(12)

а у випадку ковзного защемлення:

w′

k =
δpk
8Dβ4

k

{

cos(1 +M)αkz+

+cos(1−M)αkz−

−2 exp(−βkz)[cos(βkz) + sin(βkz)]+

+2(−1)(k+3)/2

(

αk

βk

)

exp [βk(z − `)]×

× cos

(

Mkπ

2

)

sin [βk(` − z)]

}

,

(13)

w′′

k =
δpk
8Dβ4

k

{

sin(1 +M)αkz−

− sin(1−M)αkz−

−2M exp (−βkz) sin(βkz)−

−2(−1)(k+3)/2

(

αk

βk

)

M exp [βk(z − `)]×

× sin

(

Mkπ

2

)

sin [βk(` − z)]

}

.

(14)

3. АНАЛIЗ РЕЗУЛЬТАТIВ

У виразах для функцiй прогину (11) – (14) до-
данки з коефiцiєнтами exp[−βkz] й exp[−βk(z−`)],
якi описують крайовий ефект, швидко згасають до
середини оболонки. З наближенням Ωk→ω зона
крайового ефекту розширюється. Отже, як випли-
ває з рiвняння (2), зi збiльшенням швидкостi по-
току зона крайового ефекту звужується. Згiдно з
виразами (11) – (14) зсув фаз прогинiв по довжинi
оболонки поза зонами крайового ефекту – лiнiй-
ний i збiгається з фазовим спiввiдношенням для
функцiї тиску:

ϕk = Mαkz, `1 ≤ z ≤ `− `1.

Така поведiнка – наслiдок того, що у виразах для
прогинiв було вiдкинуто члени, що вiдповiдають
деформацiї по осi z як малi порядку (k`1/`)

4 у по-
рiвняннi з одиницею.

Розглянемо випадок осесиметричних вимуше-
них коливань цилiндричної оболонки. При M=0
з виразiв (12) i (14) випливає, що

w′′

k = 0.

Тодi при M =0 зi спiввiдношень (11) i (13) одер-
жуємо для шарнiрного закрiплення:

w′

k =
δpk

4Dβ
4

k

[

cos(αkz)−

− exp(−βkz)

(

cos(βkz) +
α2
k

2β2
k

sin(βkz)

)]

,

(15)
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Рисунок. Залежнiсть амплiтуди згину
краю оболонки вiд числа Маха

а для ковзного защемлення –

w′

k =
δpk

4Dβ
4

k

[

cos(αkz)−

− exp(−βkz)(cos(βkz) + sin(βkz))−

−(−1)(k+3)/2

(

αk

βk

)

exp[βk(z − `)]×

× sin[βk(` − z)]

]

,

(16)

де

β
4

k =
ρh

4D
(ω2 −Ω

2

k); Ωk =
kπc

2`
;

Ωk – частота акустичних хвиль у незбуреному су-
цiльному середовищi.

Коефiцiєнт впливу швидкостi потоку на осеси-
метричнi коливання згину цилiндричної оболонки
поза зоною крайового ефекту з урахуванням ви-
разiв (11)— (16) представимо так:

Cv =
w′

k

w′

k

=

(

βk

βk

)4

cos(Mαkz). (17)

З урахуванням спiввiдношень (2) i (8) форму-
ла (17) набуває вигляду

Cv ≈
[

1− 2M2

(

1− M2

2

)

Ω
2
k

ω2 −Ω
2

k

]

×

× cos(Mαkz).

(18)

З останньої формули одержуємо

v 6= 0 ⇒ M > 0 ⇒ Cv =
w′

k

w′

k

< 1.

Отже у випадку рухомого середовища амплiту-
да коливань оболонки завжди менша, нiж у при
вiдсутностi руху. На рисунку вiдображено розра-
хунковi залежностi Cv(M) для випадкiв, коли дов-
жина оболонки становить одну (крива 1), двi (кри-
ва 2) та три чвертi (крива 3) довжини хвилi згину
вздовж цилiндра.

Для випадку, коли β4
k<0, розв’язок рiвнянь (8)

можна одержати за аналогiчною методикою. Це
може мати мiсце при параметрах оболонки й газо-
вого потоку, якi задовольняють умовi

(1−M2)kπc >
2`

r

√

E

ρ
, c =

√

γRT0 , (19)

де γ – показник адiабати; T0 – температу-
ра незбуреного газу; R – унiверсальна газо-
ва стала. Однак для розглянутої задачi цей
випадок становить менший iнтерес. Дiйсно,
для потоку газу з температурою T0=1000 К,
вiдповiдно до спiввiдношення (19), розмiри
сталевої оболонки (ET0=1000 К=1.5·1011 Н/м2,
ρT0=1000 К=7.8·103 кг/м3) повиннi задовольняти
умовi `/r<0.2k. Але тенденцiю до виникнення по-
здовжнiх коливань (1) в основному мають труби,
в яких `/r>1. З iншого боку, число пiвхвиль k не
може бути бiльше одиницi, якщо труба вiдносно
коротка. Лише при дуже високих температурах
потоку, коли швидкiсть звуку c значно зростає, а
модуль пружностi E падає, можлива реалiзацiя
умови β4

k<0.

ВИСНОВКИ

За iнших рiвних умов амплiтуда вимушених ко-
ливань оболонки середнього видовження в потоцi
буде завжди меншою, нiж у випадку нерухомого
середовища. При цьому зменшення амплiтуди ко-
ливань оболонки пропорцiйне до числа Маха для
потоку.

1. Экспериментальное исследование тонкостен-
ных конструкций / Под ред. А. Н. Гузя и
В. А. Заруцкого.– К.: Наук. думка, 1984.– 240 с.

2. Замышляев Б. В., Яковлев Ю. С. Динамические
нагрузки при подводном взрыве.– Л.: Судострое-
ние, 1967.– 387 с.

3. Зельдович Я. Б., Райзер Ю. П. Физика ударных
волн и высокотемпературных гидродинамических
явлений.– М.: Наука, 1966.– 627 с.

20 Ю. М. Дудзiнський



ISSN 1028 -7507 Акустичний вiсник. 2010. Том 13, N 1. С. 17 – 21

4. Ляхов В. Н., Подлубный В. В., Титаренко В. В.
Воздействие ударных волн и струй на элементы
конструкций.– М.: Машиностроение, 1989.– 392 с.

5. Огибалов П. М, Колтунов М. А. Оболочки и
пластины.– М.: Изд-во МГУ, 1969.– 695 с.

6. Guz A. N., Kubenko V. D., Babaev A. E. Dynamics
of the system of shells interacting with a liquid //
Int. Appl. Mech.– 2002.– 38, N 3.– P. 260–301.

7. Koval’chuk P. S., Filin V. G. Circumferential travel-
ing waves in field cylindrical shells // Int. Appl.
Mech.– 2003.– 39, N 2.– С. 192–196.

8. Дудзинский Ю. М., Дащенко А. Ф. Собственные

колебания струйной оболочки в условиях гидро-
статического давления // Прикл. мех.– 2004.– 40,
N 12.– С. 92–98.

9. Дудзинский Ю. М., Назаренко О. А. Колебания
затопленной осесимметричной струи-оболочки //
Акуст. вiсн.– 2001.– 3, N 4.– С. 27–35.

10. Дудзинский Ю. М., Попов В. Г. Вынужденные ко-
лебания осесимметричной затопленной струйной
оболочки // Прикл. мех.– 2005.– 41, N 4.– С. 92–98.

11. Камке Э. Справочник по обыкновенным диф-
ференциальным уравнениям.– М.: Наука, 1976.–
С. 472–473.

Ю. М. Дудзiнський 21


