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На основе обобщенного метода частичных областей исследованы локальные и интегральные акустические свойства
излучателей звука, содержащих колеблющийся диск. Рассмотрены случаи, когда диск размещен в различных по
форме и свойствам экранах или без экрана.

На базi узагальненого методу часткових областей дослiдженi локальнi й iнтегральнi акустичнi властивостi випро-

мiнювачiв звуку, якi мiстять диск, що коливається. Розглянутi випадки, коли диск розмiщено в рiзних за формою
й властивостями екранах або без екрана.

The local and integral acoustic properties of sound radiators containing the vibrating disk are studied on the basis of

generalized method of partial domains. The following cases are considered: the disk is placed to screens with various shape
and properties, or the disk is without a screen.

ВВЕДЕНИЕ

Задача об излучении звука круглым диском за-
нимает особое место в акустике. Указать время,
когда она впервые была сформулирована, сейчас
вряд ли возможно, однако известно, что уже во
времена Рэлея она вызывала несомненный интерес
и ученый уделил ей большое внимание [1]. Позже
к этой тематике неоднократно обращались многие
известные акустики. Прежде всего, следует упо-
мянуть такие имена, как Мак-Лаклен, H. Stenzel
(Стенцель), Л. Я. Гутин, E. T. Hanson (Хансон),
С. Н. Ржевкин, Е. Л. Шендеров [2 – 7].

Правомерен вопрос: в чем причина уже более
чем 150-летней актуальности этой проблемы? Как
нам представляется, это обусловлено двумя обсто-
ятельствами.

Во-первых, во многих практических ситуаци-
ях поле, создаваемое некоторыми колеблющимися
элементами акустических приборов, вполне удов-
летворительно может быть представлено как по-
ле круглого колеблющегося диска. Сюда следует
отнести диффузоры широко используемых в во-
здушной акустике электромагнитных, электроди-
намических и электростатических громкоговори-
телей [2, 8, 9]; стержневые и пластинчатые пье-
зокерамические преобразователи гидроакустиче-
ских антенн [10], входящих в состав гидроакус-
тических станций различного назначения. Кроме
того, данные об акустическом излучении диска ча-
сто используются для оценок полей, создаваемых
вибрирующими поверхностями различных строи-
тельных конструкций, машин и механизмов.

Во-вторых, обсуждаемая задача обладает боль-
шой физической и математической содержатель-
ностью, а изучение ближнего и дальнего полей,
излучаемых диском, весьма позволяет продемон-
стрировать интересные особенности такого сло-
жного волнового процесса как дифракция звука.
И, наконец, в силу того, что круглый диск имеет
сравнительно простую геометрию, задача об излу-
чении звука этим объектом нередко используется
как тестовая при сравнении эффективности раз-
личных способов ее решения.

Остановимся кратко на существующих методах
решения задачи об излучении звука круглым ди-
ском, который вмонтирован без зазора в беско-
нечный неподвижный плоский экран (т. е. колеба-
тельная скорость на поверхности экрана считается
равной нулю). Обычно полагают, что диск – пло-
ский и бесконечно тонкий объект, лишенный мас-
сы и изгибной жесткости. Экран с диском распо-
ложены в идеальной акустической среде, облада-
ющей плотностью ρ и скоростью звука c. Поверх-
ность диска совершает гармонические колебания
с частотой ω и амплитудная функция для колеба-
тельной скорости может быть определена выраже-
нием

vn(S) = v0g(S), (1)

где индекс n указывает направление внешней нор-
мали к поверхности диска; v0 – максимальное зна-
чение колебательной скорости; g(S) – нормирован-
ная к v0 функция, определяющая распределение
колебаний по поверхности S.

Наиболее простая и хорошо изученная ситуация
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соответствует постоянной амплитуде – g(S)=1. В
этом случае, диск зачастую определяют терми-
ном “поршневая диафрагма” или просто “порше-
нь” [6]. Звуковое поле, создаваемое поршнем прои-
звольной формы, можно найти на основе принци-
па Гюйгенса. Строгое аналитическое представле-
ние для звукового давления на основе этого прин-
ципа дается так называемым интегралом Кирхго-
фа [11, 12]:

p(M) =
1

4π

∫

S

(

∂p

∂n

exp(ikr)

r
−

−p
∂

∂n

(

exp(ikr)

r

))

dS.

(2)

Здесь p(M) – давление в точке наблюдения M ; r –
расстояние от M до элемента dS поверхности пор-
шня; k=ω/c – волновое число.

К сожалению, использовать формулу (2) для
конкретных расчетов звуковых полей весьма за-
труднительно, поскольку для этого на излучаю-
щей поверхности нужно одновременно задать дав-
ление и колебательную скорость. В таком случае
говорят, что задача “переопределена” [12]. Однако
Рэлей показал, что при размещении поршня в бе-
сконечном жестком экране выражение (2) сводит-
ся к следующему интегралу (интегралу Рэлея):

p(M) = −
iωρ

2π
v0

∫

S

g(S)
exp(ikr)

r
dS. (3)

При произвольной форме поршня и произволь-
ном распределении скорости по его поверхности
соотношение (3) допускает только численный ана-
лиз с применением ЭВМ. Однако для круглого
поршня с равномерным распределением скорости
двойной интеграл по поверхности в формуле (3)
можно представить в виде однократного интегра-
ла по границе поршня [6,7]. Именно на основе это-
го Рэлей получил простое аналитическое выраже-
ние для импеданса излучения круглого поршня [1]:

Z(R)
и = ρcS

(

1 −
2J1(2ka)

2ka
− i

2S1(2ka)

2ka

)

, (4)

известное как формула Рэлея. Здесь J1(2ka) –
функция Бесселя; S1(2ka) – функция Струве;
S=πa2; a – радиус поршня. Заметим, что значи-
тельно позже удалось получить относительно про-
стые формулы и для оценки поля излучения ква-
дратного поршня [13].

Уместно сказать, что задача об излучении пор-
шня, размещенного в жестком бесконечном экране
математически полностью эквивалентна задаче об

излучении пульсирующего поршня без экрана, что
с очевидностью следует из симметрии постанов-
ки. Под пульсирующим поршнем понимается бес-
конечно тонкий диск, на обеих поверхностях кото-
рого заданы одинаковые по величине, но противо-
положно направленные колебательные скорости.

Следует также отметить работы Мак-
Лаклена [2] и особенно Стенцеля [3], которые
в конце 1930-х годов выполнили громадную
вычислительную работу по расчету ближнего
поля, создаваемого круглым поршнем. Эти дан-
ные во многом определили прогресс в области
создания гидроакустических антенн для средств
обнаружения в период Второй мировой войны и
непосредственно после нее.

Совершенно иной подход для оценки поля пуль-
сирующего и осциллирующего поршня (без экра-
нов) применили в этот же период Хансон и Гу-
тин [4, 5]. Под осциллирующим поршнем понима-
ется бесконечно тонкий диск, на обеих поверх-
ностях которого заданы одинаковые по величи-
не и направлению колебательные скорости. Со-
ответственно, задача об излучении такого пор-
шня в силу условия антисимметрии математиче-
ски эквивалентна задаче об излучении поршня,
размещенного в бесконечном акустически мягком
экране (т. е. экране, на поверхности которого аку-
стическое давление равно нулю). Хансон и Гутин
использовали решение уравнения Гельмгольца в
сфероидальной системе координат для частного
вырожденного случая, когда одна из осей сфе-
роида стремится к нулю (так называемая систе-
ма сплюснутых сфероидальных координат [14]).
В рамках метода собственных функций эти ав-
торы получили выражения для импеданса излу-
чения и звукового поля, создаваемого пульсиру-
ющим или осциллирующим поршнями, в форме
рядов по сфероидальным функциям. В частности,
в свое время Гутин с достаточной для практики
точностью сумел вычислить импеданс излучения
вплоть до волнового значения диаметра поршня,
равного примерно 1.3. Однако дальнейшего разви-
тия этот подход не получил в силу определенной
сложности работы со сфероидальными функция-
ми.

Наконец, относительно недавно (в 1989 году)
Шендеровым был применен еще один подход к
решению задачи об излучении звука осциллирую-
щим поршнем [7], состоящий в использовании ин-
тегрального преобразования Ханкеля и последую-
щего приведения исходной задачи к необходимо-
сти решения парных интегральных уравнений в
бесконечных пределах относительно неизвестной
функции звукового давления. В конечном итоге,
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путем замены интегральных уравнений суммами
по известному правилу Симпсона удалось полу-
чить приближенное численное решение исходной
задачи. Важное достоинство предложенного под-
хода – возможность рассматривать случаи, когда
распределение колебательной скорости по поверх-
ности поршня не является равномерным. Напри-
мер, Шендеров оценил поле излучения круглой
мембраны, закрепленной по краю и колеблющейся
на своей первой моде [7].

Завершая анализ литературных источников,
можно заключить, что каждый из рассмотренных
выше подходов к решению задачи об излучении
звука круглым поршнем весьма интересен, содер-
жателен, имеет свои достоинства и недостатки.

Цель этого исследования состоит в разработке
эффективного подхода, позволяющего с единых
методических позиций находить решения большо-
го класса задач, в которых главным элементом
является колеблющийся поршень или диск. В его
основе лежит метод частичных областей, который
применительно к задачам акустики подробно опи-
сан в работах [15, 16]. При этом никаких ограни-
чений на характер распределения колебательной
скорости по поверхности не накладывается. Ниже
будет рассмотрен ряд задач, иллюстрирующих по-
тенциальные возможности предлагаемого подхо-
да при анализе излучения звука диском, “встроен-
ным” в различные по форме и акустическим свой-
ствам экраны.

1. ДИСК В БЕСКОНЕЧНОМ ЭКРАНЕ

Пусть диск с радиусом a, расположенный в бе-
сконечном акустически жестком или мягком экра-
не (рис. 1), совершает гармонические колебания с
частотой ω, а распределение амплитуды колеба-
тельной скорости на его поверхности определяется
формулой (1). Временной множитель, принятый в
форме exp(−iωt), в дальнейшем будет опущен.

Расположим в центре диска начало сферической
(r, θ, ψ) и цилиндрической систем координат. Со-
гласно методу частичных областей [15, 16], всю
область существования звукового поля разобьем
на две области:

I – r≤a, θ=[0, π/2], ψ=[0, 2π];

II – r>a, θ=[0, π/2], ψ=[0, 2π].

В каждой из областей поле давления представим
в виде суперпозиции частных решений уравнения
Гельмгольца для комплексной амплитуды давле-
ния. Полагая, что рассматриваемая задача симме-
трична относительно плоскости ROz, поле в обла-

Рис. 1. Диск 1 в бесконечном плоском экране 2
(общий случай)

сти II зададим в виде

pII =

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

Bmνn
h(1)

νn

(kr)P (m)
νn

(cos θ) cos(mψ), (5)

где h
(1)
νn

(kr) – сферические функции Ханкеля пер-

вого рода; P
(m)
νn

(cos θ) – присоединенные функ-
ции Лежандра первого рода [14]. Выбор величи-
ны индекса νn, а именно, νn =2n или νn =2n+ 1
(n=0, 1, 2, . . .), определяется граничным условием
на поверхности соответственно жесткого или мяг-
кого экрана и значением индекса m=0, 1, 2, . . . Ре-
шение (5) является общим для области II, посколь-
ку выбранный набор угловых функций облада-
ет полнотой и ортогональностью на поверхности
θ=[0, π/2], ψ=[0, 2π], r≥a, а подбором коэффици-
ентов Bmνn

можно удовлетворить условия сопря-
жения звуковых полей на границе областей I и II.

Поле в области I можно представить в виде сум-
мы двух слагаемых:

pI = p
(1)
I + p

(2)
I . (6)

По аналогии с выражением (5), составляющую

p
(1)
I запишем в виде

p
(1)
I =

∞
∑

m=0

∞
∑

n=0

Amνn
jνn

(kr)P (m)
νn

(cos θ) cos(mψ), (7)

где jνn
(kr) – сферические функции Бесселя перво-

го рода. Как и выше, выбор значений индекса νn
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Рис. 2. Диск 1 в бесконечном плоском экране 2
(осесимметричный случай)

определяется граничными условиями на поверх-
ности диска и величиной m. В качестве радиаль-
ных функций в формуле (7) используются сфе-
рические функции Бесселя первого рода, которые
описывают стоячие волны в ограниченной обла-
сти I и обеспечивают конечность давления в точке
r=0.

Что касается компоненты p
(2)
I , то ее целесообра-

зно представить в виде суперпозиции распростра-
няющихся и неоднородных волн, уходящих от по-
верхности диска вдоль оси Oz:

p
(2)
I =

∞
∑

m=0

∞
∑

n=1

CmnJm

(

µ(m)
n R

)

×

× exp

(

i

√

k2 −
(

µ
(m)
n

)2

z

)

cos(mψ).

(8)

Здесь величины µ
(m)
n находятся из решения

уравнения J ′
m(x)≡dJm(x)/dx=0 при x=µ

(m)
n a;

m=0, 1, 2, . . .; n=1, 2, . . .; a – радиус диска. Со-

ставляющая p
(2)
I в совокупности с составляющей

p
(1)
I позволяет удовлетворить условиям сопряже-

ния звуковых полей на границе областей I и II и
обеспечить выполнение граничного условия (1) на
поверхности диска

∂p
(1)
I

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

+
∂p

(2)
I

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

= vz(S). (9)

Искомые коэффициенты Amνn
, Bmνn

и Cmn в
выражениях (5), (7) и (8) определяются из сис-

темы функциональных уравнений, объединяющих
граничное условие (9) и следующие условия сопря-
жения звуковых полей на границе раздела части-
чных областей I и II:

pI = pII, r = a, θ = [0, π/2], ψ = [0, 2π], (10)

∂pI

∂r
=
∂pII

∂r
, r = a, θ = [0, π/2], ψ = [0, 2π]. (11)

Подставив в условия (9) –(11) выражения (5), (7)
и (8) и использовав свойство полноты и ортого-
нальности соответствующих в них угловых функ-
ций, придем к бесконечной системе линейных ал-
гебраических уравнений относительно неизвест-
ных коэффициентов Amνn

, Bmνn
и Cmn. Более по-

дробные сведения о процедуре алгебраизации по-
добных систем можно найти, например, в [16].

Полученная бесконечная система линейных ал-
гебраических уравнений может быть решена ме-
тодом редукции. При этом сходимость решения
определяется в ходе численного эксперимента при
исследовании условий сопряжения звуковых по-
лей на границе областей I и II. Такая процедура
качественного контроля достаточно стандартна и
неоднократно описывалась в литературе [15, 16].
Поэтому конкретный вид алгебраических систем,
сопутствующих решению задач, мы приводить не
будем.

После построения общего решения задачи даль-
нейшее исследование проведем для частных слу-
чаев, имеющих практический интерес. Пусть ко-
лебательная скорость одинакова на всей поверх-
ности диска (поршня) – vz(S)=v0. В этом случае
задача становится осесимметричной, ее достаточ-
но рассматривать только в плоскостиROz (рис. 2),
а представление для звуковых полей в частичных
областях I и II существенно упрощается:

pII =

∞
∑

n=0

Bnh
(1)
νn

(kr)Pνn
(cos θ), (12)

pI =

∞
∑

n=0

Anj2n(kr)P2n(cos θ)+

+ρcv0 exp(ikr cos θ),

(13)

где νn=2n для акустически жесткого экрана
и νn=2n+1 для акустически мягкого экрана,
n=0, 1, 2, . . .

Вначале исследуем сходимость полученного ре-
шения, определив невязку при выполнении усло-
вий сопряжения звуковых полей на границе обла-
стей I и II. Средние значения невязок по давлению
и колебательной скорости

δp =
pI − pII

|pII|
, δv =

vrI − vrII

|vrII|
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Таблица. Величины невязок по давлению, скорости
и мощности, вычисленных на границе областей I и II

Невязка Жесткий экран Мягкий экран
N = 10 N = 20 N = 10 N = 20

|Re δp| 10−9 5 · 10−15 0.016 0.009
|Im δp| 0.012 0.003 0.024 0.01

|Re δv| 2 · 10−9 10−14 0.022 0.02
|Im δv| 0.003 0.0007 0.032 0.022

|δP | 10−7 5 · 10−14 10−3 10−4

на границе областей I и II приведены в табли-
це (расчет при ka=7). Значение N задает верх-
ний индекс суммирования при редукции бесконе-
чной системы. Следует отметить, что у края диска
(r=a, θ=90◦) невязка несколько возрастает, осо-
бенно для акустически мягкого экрана. В рамках
рассматриваемой математической модели этот ре-
зультат совершенно естественен и прогнозируем.
Приведенные расчеты дают представление о по-
точечной сходимости построенного решения в бли-
жнем поле диска.

Обратимся к интегральной оценке процесса схо-
димости, путем сравнения акустической мощности
на поверхности диска P1 (область I) и акустиче-
ской мощности в дальнем поле диска P2 (область
II). Как видно из таблицы, в которой представле-
ны расчеты для невязки по мощности

δP =
P1 −P2

P2
,

аналогичные данным по δp и δv, наблюдается впол-
не удовлетворительная сходимость построенного
решения по этому критерию.

Перейдем к анализу численных данных о хара-
ктеристиках звукового поля диска. На рис. 3, а и б
показаны графики зависимости амплитуды нор-
мированного давления p̃= |p|/(ρcv0) вдоль оси z
при малом (ka=1) и достаточно большом (ka=7)
волновом радиусе диска. Кривые 1 отвечают ситу-
ации с акустически жестким, а кривые 2 – с аку-
стически мягким экраном. Точки соответствуют
расчету по полученной Рэлеем формуле (14) для
амплитуды давления на оси диска в акустически
жестком экране [6]:

|p|

ρcv0
=

∣

∣

∣

∣

∣

2 sin

(

√

(ka)2 + (kz)2 − kz

2

)
∣

∣

∣

∣

∣

. (14)

Очевидно, что два варианта расчета амплиту-
ды давления на оси диска в акустически жест-
ком экране совпадают с графической точностью.

а

б

Рис. 3. Распределение звукового давления вдоль
оси диска (маркеры – расчет по формуле (14)):

а – ka=1; б – ka=7;

1 – жесткий экран;
2 – мягкий экран

а

б

Рис. 4. Распределение звукового давления вдоль
поверхности диска и экрана:

а – ka=1; б – ka=7;

1 – жесткий экран;
2 – мягкий экран
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а б

Рис. 5. Диаграммы направленности диска в экране:
а – ka=1; б – ka=7;

1 – жесткий экран; 2 – мягкий экран

а

б

Рис. 6. Безразмерный импеданс излучения
диска в бесконечном экране:

а – для v(S)=v0; б – для v(S)=v0J0(ηr/a), η=0.7655π;

1, 2 – действительные части; 1
′
, 2

′
– мнимые части;

1, 1
′
– жесткий экран; 2, 2

′
– мягкий экран

а б

Рис. 7. Величина невязки между нашими данными
и расчетом по формуле Рэлея (4):

1 – при N =25; 2 – при N =20

На рис. 4 показаны аналогичные результаты для
амплитуды давления вдоль поверхности диска и
экрана.

На рис. 5 приведены диаграммы направленно-
сти по давлению при двух величинах ka. При ма-
лом волновом размере диска ka=1 (см. рис. 5, а)
формы диаграмм существенно зависят от свойств
экрана. Если при жестком экране диск практи-
чески ненаправлен (т. е. излучает как монополь),
то при мягком направленность излучения суще-
ственна и соответствует диполю. При увеличении
ka (см. рис. 5, б) диаграммы направленности прак-
тически совпадают для обоих вариантов экрана.
Эти хорошо известные факты [6, 7] обусловлены
тем, что при достаточно большом волновом ради-
усе диска звуковая энергия в дальнем поле кон-
центрируется в области осевого направления. Как
следствие, влияние свойств экрана становится не-
существенным.

Обратимся теперь к такой важной интеграль-
ной характеристике процесса излучения звука как
импеданс излучения. Как известно [7], он опреде-
ляется выражением

Zи =
1

|ṽ|2

∫

S

pv∗dS. (15)

Здесь ṽ – колебательная скорость поверхности
диска в точке приведения; v∗ – комплексно-
сопряженное значение колебательной скорости v.
Нетрудно показать, что в нашем случае импеданс
излучения задается относительно простой форму-
лой:

Zи = ρcS

(

1 +
2

(ka)2
×

×

∞
∑

n=0

AnP2n(0)

ka
∫

0

j2n(ξ)ξdξ

)

.

(16)

На рис. 6, а показаны действительная
R′=Re (Zи/ρcS) и мнимая X′ =Im (Zи/ρcS)
части безразмерного импеданса излучения пор-
шня в акустически жестком и мягком экранах
как функции волнового радиуса диска ka. На
рис. 6, б представлены аналогичные зависимости
для ситуации, когда распределение колебательной
скорости на поверхности диска, расположенного
в жестком экране, соответствует первой моде
колебаний круглой мембраны с закрепленным
контуром: v(r, θ=π/2)=v0J0(η r/a). Параметр
η определяется как первый корень уравнения
J0(η)=0 и его значение составляет η=0.7655π.
Сравнивая рис. 6, а и б, видим, что уровень компо-
нент импеданса излучения в случае мембранного
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характера колебаний диска существенно меньше,
чем при его поршневом движении.

Интересно сравнить, насколько приведенный
выше нами расчет импеданса излучения диска в
бесконечном жестком экране на основе соотно-
шения (16) близок к результату, полученному по
формуле Рэлея (4). В качестве иллюстрации на
рис. 7, а и б показаны зависимости невязки веще-
ственной и мнимой частей Zи как функции волно-
вого радиуса диска ka соответственно:

δ1 =

∣

∣

∣

∣

∣

Re (Zи − Z
(R)
и )

ReZ
(R)
и

∣

∣

∣

∣

∣

, δ2 =

∣

∣

∣

∣

∣

Im (Zи − Z
(R)
и )

ImZ
(R)
и

∣

∣

∣

∣

∣

(верхний индекс (R) означает, что импеданс вычи-
слялся по формуле Рэлея). Как видно, невязка
определяется мнимыми частями Zи, а ее величина
достаточно быстро уменьшается при увеличении
верхней границы индекса суммирования N в ре-
дуцированном выражении (16).

2. ДИСК В ПОЛУСФЕРИЧЕСКОМ ЭКРАНЕ

Рассмотрим ситуацию, когда диск размещен в
экране конечных размеров. Например, практиче-
ский интерес представляет диск, ограниченный
полусферой того же радиуса (рис. 8) с акустически
жесткой или мягкой поверхностью. Скорость на
поверхности диска будем считать равномерной –
vz(S)=v0 . Очевично, что если находясь в беско-
нечном экране (см. рис. 2), диск излучал только
в полупространство, то в рассматриваемой ситу-
ации он “озвучивает” уже все пространство. По-
этому область II теперь представляет собой вне-
шность сферы радиуса a. Учитывая это, для поля
в области II следует записать выражение

pII =

∞
∑

n=0

Bnh
(1)
n (kr)Pn(cos θ). (17)

Как и ранее, поле в области I задается форму-
лой (13).

Функциональная система уравнений, определя-
ющая условия сопряжения звуковых полей на гра-
нице частичных областей I и II, для случая с жес-
ткой полусферой имеет следующий вид:

pI = pII, r = a, θ = [0, π/2], ψ = [0, 2π]; (18)

∂pII

∂r
=











∂pI

∂r
, r=a, θ=[0, π/2], ψ=[0, 2π];

0, r=a, θ=[π/2, π], ψ=[0, 2π].

(19)

Рис. 8. Диск 1 в полусферическом экране 2

а

б

Рис. 9. Распределение нормированного звукового
давления вдоль оси диска в полусферическом экране:

а – ka=1; б – ka=7;

1 – жесткая полусфера; 2 – мягкая полусфера

Для случая с мягкой полусферой ее следует пи-
сать так:

pII =







pI, r=a, θ=[0, π/2], ψ=[0, 2π],

0, r=a, θ=[π/2, π], ψ=[0, 2π];
(20)

∂pI

∂r
=
∂pII

∂r
, r=a, θ=[0, π/2], ψ=[0, 2π]. (21)

Ниже представлена серия расчетов, аналоги-
чных проделанным для диска в бесконечном экра-
не. На рис. 9 показано распределение амплиту-
ды давления вдоль оси диска, а на рис. 10 –
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а

б

Рис. 10. Распределение нормированного звукового
давления вдоль поверхности диска

в полусферическом экране:
а – ka=1; б – ka=7;

1 – жесткая полусфера; 2 – мягкая полусфера

а

б

Рис. 11. Диаграмма направленности диска
в полусферическом экране:

а – ka=1; б – ka=7;

1 – жесткая полусфера; 2 – мягкая полусфера;

Рис. 12. Нормированный импеданс излучения
диска в полусферическом экране:

1, 2 – действительная часть; 1′, 2′ – мнимая часть;

1, 1′ – жесткая полусфера; 2, 2′ – мягкая полусфера

вдоль его поверхности. Сравнивая эти графики
с рис. 3 и 4, видим, что изменение акустиче-
ских свойств плоского экрана влияет на ближнее
поле диска в большей степени, нежели соответ-
ствующее изменение свойств поверхности полу-
сферы.

На рис. 11 представлены диаграммы направ-
ленности диска в полусферическом экране. Как
видно, при его малом волновом размере (см.
рис. 11, а) влияние свойств экрана существенно –
для акустически мягкой полусферы направленные
свойства выражены значительно сильнее, чем в
случае жесткой полусферы (в частности, тыльный
лепесток при мягком экране оказался почти в два
раза ниже). При этом диаграммы для диска на по-
лусфере и в бесконечном экране существенно ра-
зличаются (сравни рис. 11, а и 5, а). При достаточ-
но большом волновом радиусе (ka=7, рис. 11, б)
свойства полусферы практически не имеют зна-
чения и диаграммы направленности весьма близ-
ки к диаграммам направленности диска в бе-
сконечном плоском экране (сравни рис. 11, б и
рис. 5, б).

Импеданс излучения диска на полусфере как
функция волнового радиуса ka представлен на
рис. 12. Сравнивая эти зависимости с аналоги-
чными графиками для диска в бесконечном экране
(см. рис. 6, а), следует отметить, что общий харак-
тер кривых в обоих случаях сходен. В то же время,
в области небольших волновых величин (ka≤2)
наблюдается некоторая специфика: для диска в
бесконечном плоском акустически жестком и мяг-
ком экранах вещественные части Zи существенно
различаются, а для диска на полусфере они близ-
ки.
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3. ДИСК В КОНЕЧНОМ КОЛЬЦЕВОМ

ЭКРАНЕ

Как мы уже видели, в качестве излучателя зву-
ка осциллирующий диск в области ka≤2 менее
эффективен, чем пульсирующий. Этот хорошо из-
вестный из литературы и практической электро-
акустики [2, 7 – 9]) факт связан с тем, что на ра-
зных поверхностях осциллирующего объекта дав-
ление имеет противоположные знаки. За счет это-
го возникает волновой эффект, известный как аку-
стическое короткое замыкание [6,8,9], приводящий
к значительному снижению импеданса излучения.
Поэтому такие приборы как электродинамический
излучатель звука, диффузор которого совершает
осциллирующие колебания, размещают в экранах.
Как следствие, ослабляется эффект акустическо-
го короткого замыкания и повышается импеданс
излучения системы на низких частотах и ее эффе-
ктивность в целом. Ниже на примере осциллирую-
щего диска мы рассмотрим степень влияния коль-
цевого акустически жесткого экрана на его импе-
данс излучения.

Пусть осциллирующий диск, совершающий пор-
шневое движение, расположен в кольцевом экране
(рис. 13), внешний радиус которого равен b, а вну-
тренний – радиусу диска a. Для осциллирующего
диска поверхность θ=π/2, ψ=[0, 2π], r>b (штри-
ховые линии на рис. 13) является акустически мяг-
кой. Тогда естественным образом возникают три
частичные области:

I – r≤a, θ=[0, π/2];

II – a<r<b, θ=[0, π/2];

III – r≥b, θ=[0, π/2].

Поле давления в области III определяется фор-
мулой (12), а в области I – формулой (13). По-
скольку область II ограничена двумя поверхностя-
ми, θ=[0, π/2], r=a и θ=[0, π/2], r=b, поле в ней
следует записать в виде двух наборов частных ре-
шений уравнения Гельмгольца:

pII =

∞
∑

n=0

Cnj2n(kr)P2n(cos θ)+

+
∞
∑

n=0

Dny2n(kr)P2n(cos θ).

(22)

Здесь y2n(kr) – сферические функции Бесселя вто-
рого рода.

Функциональная система уравнений, определя-
ющая условия сшивания звуковых полей на гра-
ницах частичных областей, имеет вид

pI = pII, r = a, θ = [0, π/2], ψ = [0, 2π], (23)

Рис. 13. Осциллирующий диск
в кольцевом экране конечных размеров:

1 – диск; 2 – кольцевой жесткий экран;
3 – бесконечный плоский акустически мягкий экран

Рис. 14. Безразмерный импеданс излучения
осциллирующего диска в жестком кольцевом экране
конечных размеров при фиксированном значении

ka=0.5 и переменной ширине экрана k(b−a):
1 – действительная часть; 2 – мнимая часть

∂pI

∂r
=
∂pII

∂r
, r = a, θ = [0, π/2], ψ = [0, 2π], (24)

pII = pIII, r = b, θ = [0, π/2], ψ = [0, 2π], (25)

∂pII

∂r
=
∂pIII

∂r
, r = b, θ = [0, π/2], ψ = [0, 2π]. (26)

Интересно отметить, что решение поставленной
задачи можно построить иначе. Для этого следу-
ет объединить частичные области I и II в одну
область, считая при этом, что колебательная ско-
рость на поверхностях диска и жесткого кольцево-
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го экрана задается в виде ступенчатой функции

vn =

{

v0, 0 ≤ R ≤ a,

0, a > R ≤ b.
(27)

На рис. 14 показаны вещественная и мнимая
части нормированного импеданса излучения. При
этом волновой радиус диска фиксирован (ka=0.5),
а переменной считается волновая ширина экра-
на k(b−a). Видно, что при отсутствии экрана
(k(b−a)=0) вещественная часть импеданса излу-
чения весьма мала и составляет около 0.01. Следо-
вательно, эффективность осциллирующего диска
как излучателя звука тоже будет низкой. Одна-
ко, с ростом величины k(b−a), вещественная часть
импеданса быстро растет. Уже при k(b−a)≈1.2
она достигает уровня 0.1, что соответствует уров-
ню для пульсирующего диска при ka=0.5 (сравни
с кривой 1 на рис. 6, а). При k(b−a)≥1.2 веще-
ственная часть импеданса излучения колеблется,
асимптотически приближаясь к значению ∼ 0.12.

Влияние экрана на диаграмму направленности в
значительной степени зависит от волнового разме-
ра диска ka. При малых ka экран оказывает суще-
ственное влияние на диаграмму направленности,
а при больших – его влияние незаметно. Этот во-
прос детально исследовался в монографии [7], где
решение аналогичной задачи было найдено дру-
гим методом.

4. ДИСК В СВОБОДНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Рассмотрим теперь колебания диска в сво-
бодном пространстве без каких-либо экранов
(рис. 15). В принципе, амплитуды и фазы коле-
бательных скоростей на двух поверхностях диска
могут существенно отличаться. Более того, харак-
тер распределения колебательной скорости по по-
верхностям также может быть различен. Однако
мы несколько упростим задачу и ограничимся рас-
смотрением только частного случая, когда колеба-
тельная скорость распределена по обеим поверхно-
стям диска равномерно.

Пусть амплитуда колебательной скорости на
правой стороне диска будет v1 =v0, а на левой –
v2 =v0ξ exp(−iα), см. рис. 15. Здесь коэффици-
ент ξ определяет отношение амплитуд скоростей
ξ= |v2|/|v1| по обе стороны диска, а параметр α≥0
указывает на запаздывание по фазе колебаний ле-
вой стороны диска относительно правой. Очеви-
дно, что при ξ=1, α=0 имеем задачу об излучении
звука пульсирующим диском, а при ξ=1, α= π –
осциллирующим.

Разобьем всю область существования звукового
поля на три частичные области:

I – r≤a, θ=[0, π/2];

II – r≤a, θ=(π/2, π];

III – r>a, θ=[0, π].

На поверхностях диска должны выполняться
следующие граничные условия:

1

iωρ

∂pI

∂n
=

1

iωρ

∂pI

∂z
= v0, (28)

1

iωρ

∂pII

∂n
= −

1

iωρ

∂pII

∂z
= v0ξ exp(−iα), (29)

где n, как и прежде, – внешняя нормаль к поверх-
ности диска (рис. 14). С учетом граничных усло-
вий (28) и (29) выражения для давления в каждой
из частичных областей запишутся в виде

pI =

∞
∑

n=0

Anj2n(kr)P2n(cos θ)+

+ρcv0 exp(ikr cos θ),

(30)

pII =

∞
∑

n=0

Bnj2n(kr)P2n(cos θ)+

+ρcv0ξ exp(−iα) exp(−ikr cos θ),

(31)

pIII =

∞
∑

n=0

Cnh
(1)
n (kr)Pn(cos θ). (32)

Следует отметить, что плоские волны в соотноше-
ниях (30), (31) представляют собой волны, распро-
страняющиеся от поверхности диска.

Для рассматриваемой задачи возможны два
равноправных варианта условий сопряжения зву-
ковых полей на границах частичных областей [15,
16]. В одном из них на всей поверхности сферы ра-
диуса a (рис. 15) сопрягается давление по обе сто-
роны от нее, а в другом – колебательная скорость.
Выберем второй вариант, для которого на границе
частичных областей будем иметь такие условия:

pIII=pI, r=a, θ=[0, π/2], ψ=[0, 2π]; (33)

pIII=pII, r=a, θ=(π/2, π], ψ=[0, 2π]; (34)

∂pIII

∂r
=















∂pI

∂r
, r=a, θ=[0, π/2], ψ=[0, 2π];

∂pII

∂r
, r=a, θ=(π/2, π], ψ=[0, 2π],

(35)
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Алгебраизация функциональных уравнений (33),
(34) проводится на основе полноты и ортогональ-
ности функций P2n(cos θ), n=0, 1, 2, . . . на отрез-
ках θ=[0, π/2] и θ=[π/2, π], а уравнения (35) –
на основе полноты и ортогональности функций
Pn(cos θ), n=0, 1, 2, . . . на отрезке θ=[0, π].

Выше мы уже достаточно много внимания уде-
лили таким важным характеристикам пульсирую-
щего и осциллирующего дисков как их импедан-
сы излучения, распределения давления на излу-
чающих поверхностях и диаграммы направленно-
сти. Теперь остановимся подробнее на характере
распределения векторов колебательных скоростей
~V ={VR, Vz} и интенсивностей ~I={IR, Iz} звуково-
го поля вблизи поверхностей диска. Их проекции
на оси координат вычислялись как

VR =
1

iωρ

∂p

∂R
, Vz =

1

iωρ

∂p

∂z
,

IR =
1

2
Re (pV ∗

R), Iz =
1

2
Re (pV ∗

z ).

(36)

На рис. 16 изображены поля колебательной ско-
рости и интенсивности вблизи диска с волновым
радиусом ka=2 при ξ=1, α=0 (пульсирующий
диск). Для сравнения на рис. 17 представлены ана-
логичные поля для осциллирующего диска. Нача-
ло каждой стрелочки соответствует точке, в кото-
рой определена векторная величина, а длина стре-
лочки пропорциональна модулю вектора. Вслед-
ствие симметрии звукового поля относительно оси
z на графиках показано только полупространство
R≥0 (половина диска). Ясно, что для пульсиру-
ющего диска векторы скорости и интенсивности
полностью симметричны относительно плоскости
z=0, что говорит об отсутствии взаимодействия
между звуковыми полями левого и правого полу-
пространств. Действительно, как мы уже отмеча-
ли, задача о пульсирующем диске в свободном про-
странстве полностью эквивалентна задаче о коле-
бании диска в бесконечном плоском жестком экра-
не. Характерной особенностью представленных на
рис. 16 полей является то, что векторы в централь-
ной части диска направлены вдоль оси z, а по мере
приближения к его краю постепенно разворачива-
ются в направлении оси R. При этом амплитуда
скоростей и уровни интенсивностей весьма мало
изменяются.

Совершенно иная картина наблюдается у осцил-
лирующего диска. Здесь, как и следовало ожи-
дать, поле колебательной скорости антисимметри-
чно относительно плоскости z=0, по мере движе-
ния от центра диска к его краю, амплитуда ве-
кторов колебательной скорости нарастает, а са-

Рис. 15. Диск 1 в свободном
пространстве без экрана

ми они разворачиваются в сторону оси R (см.
рис. 17, а). Наиболее драматическая ситуация на-
блюдается вблизи кромки z=0, r=a. Здесь хоро-
шо видно, как окружающая среда “перекачивае-
тся” с одной поверхности диска на другую, что
является прямым следствием осциллирующего ха-
рактера движения диска, которое создает на его
поверхностях давления противоположного знака.
Именно в этом и состоит суть эффекта короткого
акустического замыкания. Что касается соответ-
ствующего поля интенсивности (см. рис. 17, б), то
оно, как и для пульсирующего диска, полностью
симметрично относительно плоскости z=0, одна-
ко при движении от центра диска к краю уро-
вень интенсивности плавно спадает практически
до нуля. Это указывает на то, что вся энергия
колебаний края диска расходуется на “перекачку”
среды с одной его поверхности на другую, а не
на излучение акустической энергии в окружаю-
щую среду. Вот почему, при прочих равных пара-
метрах, осциллирующий диск менее эффективен,
чем пульсирующий. С ростом волнового размера
осциллирующего диска негативная роль эффекта
короткого акустического замыкания естественным
образом ослабляется, и уже при ka≥2 по эффе-
ктивности он становится сравнимым с пульсиру-
ющим (см. кривые для импеданса излучения на
рис. 6, а).

Рассмотрим еще один интересный вариант дви-
жения диска, когда одна сторона его колеблется,
а другая полностью заторможена (ξ=0). Такой
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а б

Рис. 16. Поле векторов амплитуды колебательной скорости (а) и векторов интенсивности (б)
в окрестности пульсирующего диска (ka=2, ξ=1, α=0)

а б

Рис. 17. Поле векторов амплитуды колебательной скорости (а) и векторов интенсивности (б)
в окрестности осциллирующего диска (ka=2, ξ=1, α=π)

а б

Рис. 18. Поле векторов амплитуды колебательной скорости (а) и векторов интенсивности (б)
в окрестности одностороннего диска (ka=2, ξ=0)
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диск называют односторонним. Он неоднократно
рассматривался в работах [4, 7], где был оценен
его импеданс излучения. Интерес к такой зада-
че обусловлен практической потребностью иметь
однонаправленный излучатель для использования
в различных акустических приборах.

Нас будут интересовать поля колебательной
скорости и интенсивности в окрестности односто-
роннего диска. Как видно из рис. 18, по мере дви-
жения от центра диска к его краю, амплитуда ве-
кторов колебательной скорости заметно увеличи-
вается, сами они разворачиваются в сторону оси
R, образовывая на краю диска своеобразный “ве-
ер”. На тыльной стороне диска колебательная ско-
рость равна нулю. Что касается интенсивности, то
она заметно спадает по мере движения к краю
диска, причем некоторая ее часть “затекает” за
край в тыльное полупространство. Можно пред-
положить, что несмотря на отсутствие колебаний
тыльной стороны диска, наличие “веера” колеба-
тельных скоростей и “затекания” звуковой энер-
гии должно привести к заметному излучению зву-
ка в этом направлении. Обратившись к диаграмме
направленности одностороннего диска (рис. 19, а),
убедимся, что его относительный уровень тыль-
ного излучения действительно высок и составляет
почти 0.45. Таким образом, при малых и умерен-
ных значениях ka односторонний диск в строгом
смысле не является однонаправленным излучате-
лем. При дальнейшем росте ka уровень тыльного
излучения снижается и диск действительно стано-
вится практически однонаправленным.

Возникает естественный вопрос – можно ли пу-
тем надлежащего выбора параметров ξ и α сде-
лать диск однонаправленным при умеренных ka?
Проведенные нами численные эксперименты убе-
ждают, что это реализуемо (по крайней мере, тео-
ретически). В качестве примера на рис. 19, б при-
ведена диаграмма направленности для случая, ко-
гда ξ=0.45, α=0.4π. Здесь же для сравнения пред-
ставлена типичная кардиоидная диаграмма на-
правленности. Как можно убедиться, диск с пре-
дложенным амплитудно-фазовым распределением
колебательной скорости по его поверхностям дей-
ствительно становится однонаправленным излуча-
телем с диаграммой направленности, похожей на
кардиоиду, но значительно более узкой.

В заключение рассмотрим частотные зависи-
мости излучаемой диском полной нормированной
мощности W̃ =v2

0R
′/ρcS при v0 =1 (рис. 20, а) и его

коэффициента концентрации K (рис. 20, б). Оче-
видно, что кривые, характеризующие излучаемую
акустическую мощность, должны полностью сов-
падать с кривыми, характеризующими действи-

а

б

Рис. 19. Диаграммы направленности диска
при ka=2 (штриховая – кардиоида):

а – односторонний диск, ξ=0;
б – диск с ξ=0.45, α=0.4π

тельную часть импеданса излучения (напомним,
что мощность определяется как W =v2

0ReZи).
Как следует из графика, при ka≥2 пульсирую-
щий 1 и осциллирующий диски 2 превосходят по
мощности односторонний диск 3 в два раза. Это-
го следовало ожидать, поскольку пульсирующий
и осциллирующий диски, в отличие от односто-
роннего, излучают звук обеими поверхностями.
Несколько большую мощность, чем односторон-
ний, излучает диск 4 с ξ=0.45, α=0.4π, посколь-
ку у него колеблются обе поверхности, хотя и не с
одинаковой эффективностью. Иначе обстоит дело
при малых волновых размерах ka≤2. Здесь вслед-
ствие акустического короткого замыкания излуча-
емая осциллирующим диском мощность стреми-
тельно падает и уже при ka≤1.5 ее уровень ока-
зывается самым низким. Что касается пульсиру-
ющего и одностороннего дисков, то соотношение
их мощностей остается таким же, как и при боль-
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а

б

Рис. 20. Полная излучаемая диском мощность (а)
и коэффициент концентрации (б) при v0 =1:
1 – пульсирующий диск; 2 – осциллирующий диск;
3 – односторонний диск; 4 – диск с ξ=0.45, α=0.4π

ших значениях ka. Перейдем к анализу частотной
зависимости коэффициента концентрации K. Как
и должно быть, при ka→ 0 коэффициент концен-
трации осциллирующего диска стремится к трой-
ке, коэффициенты концентрации пульсирующего
и одностороннего дисков – к единице [17], а диска
с ξ=0.45, α=0.4π – практически к единице. При
больших же значениях ka коэффициенты концен-
трации пульсирующего 1 и осциллирующего 2 ди-
сков растут, становясь практически равными, а
коэффициенты концентрации одностороннего ди-
ска 3 и диска 4 (они тоже близки) превосходят их
ровно в два раза.

ВЫВОДЫ

1. На базе метода частичных областей разра-
ботан эффективный метод, позволяющий ре-
шать задачи излучения звука колеблющимся
диском с различными экранами (или без тако-
вых), не вводя ограничения на распределение
колебательной скорости по его поверхности.

2. Получены и проанализированы количествен-
ные данные об интегральных и локальных

акустических характеристиках дальнего и
ближнего полей колеблющегося диска при его
размещении в плоских и полусферических
экранах с жесткими и мягкими поверхностя-
ми, а также при отсутствии экранов.

3. Показано, что с помощью надлежащего выбо-
ра амплитудно-фазового распределения коле-
бательной скорости по поверхностям диска
можно эффективно управлять его акустиче-
скими характеристиками.

4. Рассмотренные классические задачи акустики
иллюстрируют большие возможности метода
частичных областей для анализа различных
реальных источников звука в экранах и без
них.
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