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Рассмотрена задача о продольной деформации упругого полубесконечного слоя под действием гармонических на-
грузок различных видов. Показано, что в области относительно низких частот (ниже частоты краевого резонанса)
может быть сформулирован динамический аналог принципа Сен-Венана. При одновременном действии самоурав-
новешенной и несамоуравновешенной нагрузок на торце полуслоя в дальнем поле следует учитывать только неса-
моуравновешенную составляющую. Если приложенная нагрузка самоуравновешена, то значительные напряжения
возникают только вблизи торца полуслоя.

Розглянуто задачу про поздовжню деформацiю пружного напiвбезмежного шару пiд дiєю гармонiчних навантажень
рiзних видiв. У областi вiдносно низьких частот (нижче частоти крайового резонансу) може бути сформульований
динамiчний аналог принципу Сен-Венана. Якщо на пiвшар одночасно дiють самоврiвноваженi та несамоврiвнова-
женi навантаження, то у дальньому полi слiд враховувати лише несамоврiвноважену складову. Якщо прикладене
навантаження є самоврiвноваженим, то значнi напруження виникають тiльки бiля торця пiвшару.

A problem of longitudinal deformation of an elastic semi-infinite layer under the action of various kinds of harmonic
loads has been considered. In the range of relatively low frequencies (below the edge resonance frequency), a dynamic
analog of the Sain-Venanat’s principle can be formulated. When the semi-layer is subjected to simultaneous action of the
self-balanced and non-self-balanced loads, the only non-self-balanced component should be taken into account in the far
field. If the applied load is a self-balanced one, the considerable stresses arise only near the semi-layer’s end.

ВВЕДЕНИЕ

Задачи о равновесии, установившихся колеба-
ниях или нестационарных волнах для упругого
призматического стержня постоянного поперечно-
го сечения под действием произвольной нагруз-
ки на его торцах являются одними из важней-
ших задач статической и динамической теории
упругости. Статическая задача такого класса, из-
вестная как задача Сен-Венана [1, 2], ведет свою
историю от двух классических мемуаров [3, 4] о
растяжении, кручении и изгибе силами на тор-
цах изотропных призматических стержней. Опу-
бликованные 150 лет назад1 эти выдающиеся ра-
боты (см. также их перевод [5]) содержали пер-
вую формулировку “принципа упругой равнозна-
чности статически эквивалентных систем сил”, как
назвал его Ляв [6], позволившего переходить от
точных граничных условий на торцах к зада-
нию лишь главного вектора и главного момен-
та от приложенных сил. При этом утверждалось,
что статически эквивалентные распределенные по
торцам системы сил создают в достаточно длин-

1Ляв [6] относит дату публикации первого мемуара, до-
ложенного в Академии наук 13 июня 1853 года, к 1855 го-
ду. Такая датировка вошла практически во все ссылки. Мы
основываемся на данных из фундаментальногоCatalogue of

Scientific Papers (1800–1863), vol. 1, опубликованных Royal
Society of London в 1867 году.

ном (по сравнению с характерным линейным раз-
мером сечения) стержне практически одинако-
вые напряженно-деформированные состояния, ко-
торые, возможно, существенно отличаются друг
от друга лишь в областях, примыкающих к тор-
цам.

Сен-Венан формулировал в [3, §§ 33, 41, 58, 135]
и [4, § 32] этот принцип как априорный и само-
очевидный, ссылаясь на экспериментальные дан-
ные Понселе [7, § 240] о сжатии клещами каучу-
ковой призмы (когда произведенное вдавливание
распространяется в обе стороны на расстояние,
не превышающее наибольшую глубину вдавлива-
ния), а также сравнивая, например, задачу круче-
ния призмы с установившимся течением Пуазейля
вязкой жидкости в трубе под действием постоян-
ного градиента давления. В наиболее полном виде
его формулировка звучит так [5, с. 493]:

Итак, какой бы ни была система сил,
которые действуют на каждый конец при-
змы, чтобы ее изогнуть, скрутить, ра-
стянуть и т. д., эту систему всегда мож-
но заменить двумя другими системами.
Одна из этих систем состоит из сил, име-
ющих такую же геометрическую равно-
действующую и такой же равнодейству-
ющий момент, как и заданные силы, но
приложенных и распределенных так, что-
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бы вызывать перемещения, точно пред-
ставленные формулами. Другая система
составлена из сил, имеющих равнодей-
ствующую и момент, равные нулю, т. е. из
сил, которыми можно пренебречь, как мы
только что сказали, в отношении их дей-
ствий на остальную часть этого тела.

Другой вариант изложения этой концепции, дан-
ный Сен-Венаном в 1858 году, приведен на фран-
цузском и русском языках в обзорной статье [8].

Принцип Сен-Венана (или постулат, согла-
сно [9]) с разной степенью полноты описан практи-
чески во всех учебниках и классических моногра-
фиях по теории упругости. Следует отметить, что
выделяются две основные его интерпретации, яв-
ляющиеся частями приведенной выше оригиналь-
ной формулировки.

Первая из них, связанная с утверждениями
относительно нагружения упругого тела самоу-
равновешенными нагрузками, наиболее четко дана
Лявом [6, § 39]:

Если к небольшой части поверхности
тела приложена система сил, приводяща-
яся по правилам статики к силе и паре,
равным нулю, то деформации, произво-
димые этой нагрузкой в точках, удален-
ных на расстояния, которые можно счи-
тать большими по сравнению с линей-
ными размерами этой части поверхности,
пренебрежимо малы.

Такое изложение принято, например, в курсах те-
ории упругости Тимошенко [10, 11], Папковича [9,
гл. VIII, § 12], Безухова [12, § 2], Мусхелишви-
ли [13, § 23], Филоненко-Бородича [14, § 31]. Его
простота обусловлена тем, что не происходит за-
мены одной нагрузки на другую, статически ей
эквивалентную, и поэтому нет необходимоcти сле-
дить за изменением амплитудных величин нагру-
зок. Однако, как отмечено в [12,14,15], в этом слу-
чае возможны ситуации кажущегося нарушения
принципа Сен-Венана (например, для тонкостен-
ных стержней двутаврового сечения). Ясно, что в
уточненной формулировке принципа необходимо
требовать, чтобы размер области загружения тор-
ца был малым по сравнению со всеми характер-
ными размерами стержня.

Вторая редакция принципа Сен-Венана дана в
курсе теории упругости Тимошенко [16, § 15]:

Этот принцип состоит в том, что
если усилия, действующие на небольшую
часть поверхности упругого тела, заме-
нить другой, статически эквивалентной

системой усилий, действующей на ту же
часть поверхности, то это перераспре-
деление нагрузки вызовет существенные
изменения местных напряжений, но ока-
жет ничтожное влияние на напряжения в
точках, расстояние до которых достаточ-
но велико по сравнению с линейными ра-
змерами поверхности, на которой усилия
были изменены.

Она также приведена, например, в курсах теории
упругости Безухова [12, § 3], Мусхелишвили [13,
§ 23], Новожилова [1, гл. VI, § 2], Лурье [2, гл. VI,
§ 1] (интересно отметить, что в последующем из-
дании курса [17] Тимошенко вернулся к первому
варианту).

При внимательном рассмотрении данная фор-
мулировка вызывает ряд вопросов. Прежде все-
го следует иметь в виду, что речь идет о срав-
нении двух напряженных состояний упругого те-
ла, вызванных различными, но статически экви-
валентными нагрузками. Поэтому говорить о ни-
чтожном влиянии можно лишь в смысле соотнесе-
ния величин напряжений. Очевидно, что такое со-
отнесение не может быть выполнено лишь за счет
геометрического фактора – расстояния от поверх-
ности нагружения. Возможны ситуации, когда ве-
личины напряжений, обусловленных самоуравно-
вешенной нагрузкой, существенно превосходят на-
пряжения от нагрузки несамоуравновешенной. В
то же время, при буквальном восприятии приве-
денного варианта принципа Сен-Венана возникает
впечатление, что любая добавка к внешней нагруз-
ке самоуравновешенных усилий не скажется на до-
статочно большом расстоянии от места их прило-
жения. Совершенно очевидно, что это не так. Та-
кое утверждение имеет смысл, только если пред-
положить, что некоторая амплитудная характери-
стика самоуравновешенной нагрузки не превосхо-
дит существенно характерное значение нагрузки
изначальной, как правило несамоуравновешенной,
с которой производится сравнение. Впервые вни-
мание на это обстоятельство было обращено Мизе-
сом [18] при уточнении более общей формулиров-
ки принципа, данной учеником Сен-Венана Бус-
синеском в фундаментальном трактате [19, vol. 1,
p. 298] (цитируется по переводу [8]):

Уравновешенные внешние силы, при-
ложенные к упругому телу, все точки
приложения которых лежат внутри дан-
ной сферы, производят деформации пре-
небрежимо малые на расстояниях от сфе-
ры, достаточно больших по сравнению с
ее радиусом.
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Можно обратить внимание еще на одно об-
стоятельство. В формулировке Тимошенко [16,
§ 15] подчеркивается, что замена производится без
изменения формы площадки нагружения. Такое
требование представляется излишним. Хорошей
иллюстрацией этого может служить пример тре-
хмерной задачи о нагружении упругого полупро-
странства нормальной сосредоточенной силой [19].
При замене сосредоточенной силы нагрузкой, рас-
пределенной по круговой площадке, напряженное
состояние в фиксированной точке упругого тела
меняется незначительно, если точка находится на
расстоянии, существенно большем, чем размеры
площадки.

Несмотря на значительное количество иссле-
дований по оценке степени экспоненциально-
го убывания приложенной статической нагрузки
вдоль образующей призматического стержня (их
детальный обзор приведен в [20 – 22]), на принцип
Сен-Венана следует смотреть как на положение,
порожденное, скорее, физическими, чем матема-
тическими соображениями. Основным требовани-
ем к нему является возможность оценки убывания
амплитуд напряжений в упругом стержне без по-
строения решения соответствующей граничной за-
дачи. Но не только убыванием напряженного со-
стояния можно интересоваться при анализе кон-
кретных задач. В ряде публикаций, среди которых
можно отметить [15,23], для плоской и пространс-
твенной постановок представлены оценки затуха-
ния потенциальной энергии U(l) в части полубе-
сконечного упругого стержня, находящейся даль-
ше чем l от нагруженного торца. Такие работы
были начаты исследованиями Гудьера [24] и За-
набони [25, 26] по оценкам энергии, накопленной в
последовательных частях тела при действии фи-
ксированной нагрузки на малом участке его гра-
ницы (см. также [2, 8]).

Обобщая формулировки обсуждаемого принци-
па, можно говорить, что в определенных условиях
нагружения напряженное состояние упругого те-
ла можно разделить в пространственном смысле
на основное напряженное состояние, в котором на-
пряжения имеют один порядок во всей области те-
ла, и локальное, возникающее вблизи площадки
нагружения. Иногда это локальное напряженное
состояние характеризуется как пограничный слой,
по аналогии с соответствующим понятием в гидро-
механике. В таком разделении можно искать опре-
деленную возможность для обобщения принципа
Сен-Венана на динамические случаи, поскольку в
задачах излучения (рассеяния) волн можно усмо-
треть некоторую аналогию указанных понятий с
концепциями ближнего и дальнего поля. Дальней-

шее рассмотрение будет более содержательным,
если привлечь к нему некоторые конкретные за-
дачи.

1. ПРОСТЕЙШИЕ ПРИМЕРЫ ДИНАМИЧЕ-
СКИХ ПРОЦЕССОВ С ЛОКАЛИЗАЦИЕЙ
ГАРМОНИЧЕСКИХ ВОЛНОВЫХ ВОЗМУ-
ЩЕНИЙ

Анализ многих простейших случаев динамиче-
ского нагружения упругих или жидкостных си-
стем указывает на существование таких нагрузок,
для которых волновое возмущение локализуется
вблизи площадки нагружения. Так, для двумерно-
го акустического полупространства |z|<∞, y≥ 0,
нагруженного гармоническим давлением

p(z, 0) = A cos(λz)

(временной множитель e−iωt здесь и всюду далее
опускаем), потенциал скоростей частиц представ-
ляется в виде

ϕ(z, y) = i
A

ωρ
cos(λz) exp (iy

√
k2 − λ2).

Для всех λ>k справедливо

ϕ(z, y) = i
A

ωρ
cos(λz) exp (−y

√
λ2 − k2),

т. е. волновое поле локализуется вблизи нагружен-
ной границы y=0. Подобное его поведение наблю-
дается и для упругого полупространства, нагру-
женного периодической по пространству нагруз-
кой.

Уже на этом простейшем примере видны те ха-
рактерные для динамических задач моменты, ко-
торые должны быть учтены при попытке сфор-
мулировать динамический аналог принципа Сен-
Венана. Прежде всего, из указанного ограничения
для длины волны внешней нагрузки (λ > k) сле-
дует, что подобный подход возможен только для
определенных частотных интервалов.

Рассмотренный случай не позволяет выделить
ближнее и дальнее поле. Однако такое разделение
становится естественным при некотором измене-
нии граничных условий. Пусть волновое поле воз-
буждается нагрузкой такого же гармонического
характера, но приложенной на конечном участке
границы:

p(z, 0) =

{
A cos(λz), |z| ≤ a,

0, |z| > a.

Очевидно, что для произвольных значений a на-
грузка является несамоуравновешенной. Однако
при λ=πa/n она становится самоуравновешенной.
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Решение для этой граничной задачи не столь
просто, как для предыдущей, однако оно может
быть найдено [27]. Его анализ показывает, что при
конечном участке нагружения самоуравновешен-
ная нагрузка будет порождать волновое поле, рас-
пространяющееся на все полупространство. Такой
же вывод вытекает и из рассмотрения аналоги-
чной постановки для упругого полупространства.
Отсюда следует, что в общем случае в динамиче-
ских задачах возмущение при воздействии самоу-
равновешенных нагрузок не локализуется вблизи
области их приложения.

Такое заключение не может служить основани-
ем для отказа от попыток сформулировать дина-
мический аналог принципа Сен-Венана. Однако
здесь следует разделить динамические задачи для
гармонических и нестационарных волновых про-
цессов.

Для нестационарных волновых процессов возмо-
жные формулировки принципа на основе упро-
щенных моделей теории стержней и пластин даны
в работах [28 – 30]. В частности, в статье [29] пока-
зано, что “принцип Сен-Венана применим при рас-
смотрении переходных процессов в динамике стер-
жней, поскольку деформации, соответствующие
внезапно прилагаемым к стержню самоуравнове-
шенным по его сечению нагрузкам, локализуются
вблизи волновых фронтов и того сечения, где при-
ложено возмущение”. По сути, уменьшение ампли-
туды нестационарного возмущения в стержне об-
условлено дисперсионным размыванием возмуще-
ния по различным распространяющимся волнам.
Это утверждение не распространяется на случай
установившихся гармонических колебаний в полу-
слое, поскольку уже на основе анализа корней дис-
персионного уравнения можно утверждать, что
наличие даже одной распространяющейся волны
приводит к конечности величины амплитуды на-
пряжений в любой точке, сколь угодно удаленной
от торца, независимо от вида приложенной нагруз-
ки.

Для нагрузок, связанных с непрерывным при-
током энергии, может оказаться уместным энер-
гетический аналог статического принципа Сен-
Венана. Для его формулировки необходимо ука-
зать типы связанных с приведенной гармониче-
ской нагрузкой несамоуравновешенных нагрузок,
энергия излучения которых существенно прево-
сходит энергию излучения характерной самоурав-
новешенной нагрузки.

Заметим также, что простота задач для идеаль-
ной жидкости позволяет указать другое направ-
ление поисков динамического аналога принципа
Сен-Венана. Для примера рассмотрим задачу о

возбуждении волнового поля в полубесконечном
волноводе z ≥ 0, |y| ≤ h с жесткими стенками
|y|=±h самоуравновешенной нагрузкой на торце:

p(0, y) = p0 cos

(
nπ

h
y

)
.

В терминах волнового потенциала ϕ(z, y) решение
краевой задачи для уравнения Гельмгольца имеет
вид

ϕ(z, y) = −i p0

ωρ
cos

(
nπ

h
y

)
exp

(
−z

√
(
nπ

h
)2 − k2

)
.

Отсюда видно, что при малых значениях волново-
го числа (частоты) волновое поле полностью ло-
кализуется вблизи торца волновода. Ясно также,
что при возрастании частоты полученное выраже-
ние превратится в бегущую на бесконечность нор-
мальную волну. Это еще раз указывает на то, что
обобщение принципа Сен-Венана для таких обла-
стей как волноводы возможно лишь при опреде-
ленных ограничениях на частоту.

Сделанное замечание существенно для форми-
рования представлений о возможной форме ана-
лога принципа Сен-Венана в динамических про-
блемах теории упругости. При этом здесь изна-
чально ясна невозможность сколько-нибудь общих
формулировок. Хорошо известно, например, что
динамическая реакция конечного упругого тела
на внешнюю нагрузку определяется двумя фа-
кторами. С одной стороны, это близость часто-
ты воздействия к собственной частоте объекта, а
с другой – степень согласованности распределе-
ния внешней нагрузки с собственной формой коле-
баний. Нагрузка, даже неуравновешенная, не мо-
жет вызвать колебания на формах, к которым она
ортогональна. В то же время, самоуравновешен-
ная нагрузка может возбуждать собственную фор-
му колебаний, возмущения в которой не обладают
какой-либо степенью локализации.

Некоторого упрощения ситуации можно до-
стичь при рассмотрении неограниченных упругих
тел. Здесь отсутствуют, в строгом смысле этого
слова, резонансные явления и следует говорить
лишь о степени согласованности характера нагруз-
ки и формы уносящих энергию волн. Как будет ви-
дно далее, ситуация все равно остается сложной,
поскольку в интересных случаях сама форма энер-
гонесущих волн зависит от частоты. Поэтому во-
прос может ставиться о том, что в некотором огра-
ниченном диапазоне частот существует нагрузка,
наиболее эффективно возбуждающая волновое по-
ле, а нагрузки с другими пространственными рас-
пределениями являются неэффективными.
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Недавние публикации [31,32] содержат попытку
путем длинных выкладок установить в низко- и
высокочастотном пределе некоторые ограничения
на интегральные характеристики динамических
нагрузок на торце, аналогичные статическому ва-
рианту принципа Сен-Венана для полуслоя. На
наш взгляд, такие упражнения, без решения со-
ответствующей краевой задачи, являются чисто
формальными и не дают ясного представления о
существе проблемы.

Задача о возбуждении упругого полуслоя нор-
мальной равномерной гармонической нагрузкой
на торце рассматривалась в [33]. Вычисления на
основе метода однородных решений в широком ди-
апазоне частот выявили интересную картину ра-
спределения подводимой энергии по распростра-
няющимся нормальным модам. При этом, одна-
ко, не был проведен анализ влияния типа нагру-
жения. Некоторые дополнительные данные о вли-
янии различных типов самоуравновешенной на-
грузки на динамическую картину дальнего поля в
полуслое в том частотном диапазоне, где присут-
ствует лишь одна распространяющаяся нормаль-
ная мода, приведены в работах [34, 35].

В свете сделанного выше замечания о важно-
сти предположения о сравнимости амплитуд урав-
новешенных и неуравновешенных составляющих
статической нагрузки при использовании принци-
па Сен-Венана, в динамических проблемах следует
искать имманентные способы сравнения различ-
ных типов нагрузок. Поскольку речь будет ид-
ти о бесконечных упругих телах, можно приме-
нить подход, основанный на использовании содер-
жания фундаментальных понятий теории излуче-
ния волн.

Прежде всего, следует иметь в виду, что пред-
ставление о ближнем и дальнем поле источника
колебаний может служить основой для некоторо-
го обобщения принципа Сен-Венана. Принимая во
внимание такое разделение волнового поля, мож-
но ставить вопрос о выделении для конкретных
типов упругих тел таких нагрузок, добавление ко-
торых к некоторой исходной нагрузке вызывает
изменение только характеристик ближнего поля.
Такая постановка вопроса очень хорошо согласуе-
тся с выделенным в принципе Сен-Венана фактом
локального влияния самоуравновешенных нагру-
зок.

Поскольку локализация волнового поля, возбу-
ждаемого каким-либо источником, означает суще-
ственное превышение реактивной составляющей
мощности над активной, для сравнения основной
и дополнительной нагрузок в динамических за-
дачах можно использовать энергетические крите-

y

z

1

-1

yy=0; yz=0

yy=0; yz=0

yy=2 f(y)

yz=0

Рис. 1. Геометрия задачи

рии. Если мы имеем эффективную нагрузку с за-
данным значением максимума мгновенной мощ-
ности источника, то дополнительную неэффектив-
ную нагрузку можно сравнивать с основной при
той же величине мгновенной мощности дополни-
тельного источника. Такой подход может оказа-
ться интересным при анализе волноводного рас-
пространения. Вот с такой точки зрения, возмож-
но, и следует рассматривать задачу для полубе-
сконечного волновода.

В данной работе на основе решения типичных
двумерных задач о вынужденных гармонических
колебаниях полубесконечного упругого слоя прин-
цип Сен-Венана интерпретируется как возмож-
ность пренебрежения (до определенной частоты)
самоуравновешенными составляющими распреде-
ленной на торце слоя нагрузки при оценке напря-
жений и деформаций в точках, достаточно удален-
ных от места ее приложения. Для этого анализи-
руется волновое поле в полуслое при его возбуж-
дении с торца различными системами нормальных
нагрузок. При этом изучается лишь тот диапазон
частот, в котором существует только одна распро-
страняющаяся волна. В этой области напряжение
в дальнем поле полностью определяется средней
за период мощностью, переносимой распространя-
ющейся волной. Поэтому, рассматривая изменение
энергии, потребляемой полуслоем в зависимости
от вида нагрузки, приложенной к торцу, можно
говорить о характере напряжений в дальнем поле.

2. ВЫНУЖДЕННЫЕ ДВИЖЕНИЯ В ПОЛУ-
БЕСКОНЕЧНОМ УПРУГОМ СЛОЕ

Рассмотрим установившееся волновое поле в
упругом полуслое X ≥ 0, |Y | ≤ h, Z ≥ 0) со сво-
бодными поверхностями Y =±h (рис. 1). Свойства
заполняющей его однородной изотропной среды
характеризуются модулем сдвига G, коэффициен-
том Пуассона ν , скоростями c1 и c2 продольных и
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поперечных волн. Гармонические колебания в та-
ком волноводе возбуждаются системой сил, прило-
женных на торце Z = 0. Граничные задачи сфор-
мулируем в безразмерных координатах x = X/h,
y=Y/h, z=Z/h.

Возможны два вида двумерного (зависящего
только от координат y и z) волнового поля в упру-
гом полуслое. Для первого вида движений – SH-
волны – компонента ux безразмерного вектора сме-
щений u = {ux(y, z), 0, 0} должна удовлетворять
уравнению Ламе, которое сводится к скалярному
уравнению Гельмгольца

∇2ux + Ω2
2ux = 0, (1)

где ∇2 = ∂2/∂y2 +∂2/∂z2 – двумерный оператор
Лапласа; Ω2 =ωh/c2, и граничным условиям

τzx = Gg(y), τzy = 0, σz = 0; z = 0,

τyx = 0, σy = 0, τyz = 0; y = ±1.
(2)

Здесь функция g(y) задает распределение нагруз-
ки по торцу. Используя соотношения закона Гука,
для этого типа движений граничные условия (2)
могут быть сведены к виду

∂ux

∂z
= g(y), z = 0,

∂ux

∂y
= 0, y = ±1.

(3)

Для второго вида движений в слое – волны
Рэлея – Лэмба – компоненты uy и uz безразмер-
ного вектора смещений u = {0, uy(y, z), uz(y, z)}
должны удовлетворять уравнениям Ламе

∇2uy +
1

1 − 2ν

∂θ

∂y
+ Ω2

2uy = 0,

∇2uz +
1

1 − 2ν

∂θ

∂z
+ Ω2

2uz = 0,

(4)

где

θ =
∂uy

∂y
+
∂uz

∂z
; Ω1 =

ωh

c1
,

и граничным условиям

τzx = 0, τzy = 0, σz = 2Gf(y), z = 0,

τyx = 0, σy = 0, τyz = 0, y = ±1,

(5)

где f(y) задает распределение силовой нагрузки
на торце.

Ограничимся задачами о распространении про-
дольных волн в слое, когда g(y) и f(y) – четные

функции координаты y и представляются разло-
жениями в ряды Фурье:

g(y) =
g0
2

+

∞∑

k=1

(−1)kgk cos (kπy) , (6)

f(y) =
f0
2

+

∞∑

k=1

(−1)kfk cos (kπy) . (7)

Для постановки задач в обоих случаях важным
является условие излучения на бесконечности,
предполагающее, что каждая распространяющая-
ся нормальная волна уносит энергию от торца по-
луслоя.

3. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ГРАНИЧНЫХ ЗА-
ДАЧ

Традиционным для линейной акустики подхо-
дом к решению граничных задач о волноводном
распространении является метод разложения вол-
нового поля по системе распространяющихся и не-
распространяющихся нормальных мод конкретно-
го акустического волновода [36]. В случае упругого
полубесконечного слоя он непосредственно приме-
ним лишь для случая возбуждения SH-волн. При
этом система нормальных мод ортогональна, что
допускает простое представление для единствен-
ной компоненты вектора смещений. Легко убеди-
тся, что выражение

ux(y, z) = −i g0
2Ω2

eiΩ2z−

−i
∞∑

k=1

(−1)k gk

ξk
cos (kπy)eiξkz

(8)

при

ξk =





√
Ω2

2 − (kπ)2, |kπ| ≤ Ω2,

−i
√

Ω2
2 − (kπ)2, |kπ| > Ω2,

(9)

удовлетворяет как скалярному уравнению (1), так
и всем граничным условиям (3).

Для случая возбуждения волн Рэлея – Лэмба
использование метода нормальных волн (или
однородных решений, как его часто называют по
аналогии со статическими задачами теории упру-
гости) представляет определенные трудности, свя-
занные с неортогональностью волн этого типа в
волноводе. Обладая наглядностью представления
результатов, такой подход, однако, не позволя-
ет легко выполнить граничные условия на тор-
це [33, 37]. Следует отметить, что эффективность
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реализации метода нормальных волн во многом
затруднена сложностью структуры мод Рэлея –
Лэмба. К тому же, при этом требуется большой
объем вспомогательных вычислений.

Для решения граничной задачи (4), (5) целесо-
образно использовать метод суперпозиции. Общая
его схема для полубесконечного слоя представлена
в монографии [27], а принципиальный вопрос пре-
одоления формальной “но очень важной и извест-
ной трудности” [38, с. 327], связанной с правильной
трактовкой несобственных интегралов, входящих
в представление общего решения, разрешен в ста-
тье [39]. Последующие публикации по этому вопро-
су [35,40 –42] развили конкретные численные алго-
ритмы реализации указанного подхода и показали
надежность и простоту решения данной задачи в
широком частотном диапазоне.

Следуя общей схеме метода суперпозиции, ком-
поненты вектора смещений в полуслое представим
в виде

uy(y, z) =

∞∑

k=1

(−1)k yk

βk

×

×
(
β2

k + q22
2q1

e−q1z − q2e
−q2z

)
sin(βky)+

+
1

2πi

∞∫

−∞

x(τ )Uy(τ, y)eiτzdτ,

uz(y, z) = iA0Ω1e
iΩ1z +

∞∑

k=1

(−1)kyk×

×
(
β2

k + q22
2β2

k

e−q1z − e−q2z

)
cos(βky)+

+
1

2πi

∞∫

−∞

x(τ )Uz(τ, y)e
iτzdτ

(10)

с неизвестными постоянными A0, yk, k=1, 2, . . . и
функцией x(τ ). Здесь

Uy(τ, y) = ip2
1

(
ξ2

sh (p2y)

sh p2

− ξ2 + p2
2

2

sh (p1y)

sh p1

)
;

Uz(τ, y) = iτ

(
p2
1p2

ch (p2y)

sh p2

− ξ2 + p2
2

2
p1

ch (p1y)

sh p1

)
;

βk = kπ, p2
l = τ2 − Ω2

l , l = 1, 2;

ql =





√
β2

k − Ω2
l , |kπ| ≥ Ωj ,

−i
√

Ω2
l − β2

k, |kπ| < Ωj .

В дальнейшем ограничим рассмотрение диапазо-
ном частот, при котором все q2l = β2

k −Ω2
l > 0.

Увеличение частоты приводит к более громозд-
ким выкладкам, не добавляя в физическую кар-
тину ничего принципиально нового.

Заметим, что в формальное разложение (10)
входит бегущая волна eiΩ1z и не входят явно ра-
спространяющиеся волны Рэлея – Лэмба, допусти-
мые в упругом слое. Это говорит о том, что в ин-
тегральном представлении функция x(τ ) должна
иметь особенности в точках τ = ±Ω1 и τ = ±ξj ,
j=1, . . . , J , – вещественных корнях дисперсионно-
го уравнения Рэлея – Лэмба

∆(τ ) = τ2p2
1p2cth p2 −

(τ2 + p2
2)

2

4
p1cth p1 = 0. (11)

Вид решения (10) выбран таким образом, что
граничные условия для касательных напряжений
из соотношений (5) выполняются тождественно.
Выполнение граничных условий (5) для нормаль-
ных напряжений приводит к следующей системе
интегро-алгебраических уравнений относительно
неизвестных A0, yk, k=1, 2, . . . и функции x(τ ):

x(τ )∆(τ ) + A0

iΩ2
0Ω1

τ2 − Ω2
1

−
∞∑

k=1

ykak(τ ) = 0,

A0Ω
2
2 +

Ω2
0Ω

2
2

2π

∞∫

−∞

x(τ )dτ = −f0,

ykRk − 1

2π

∞∫

−∞

x(τ )p2
1(τ )bk(τ )dτ = fk,

k = 1, 2, . . .

(12)

Здесь

Ak = −Bk

β2
k + q22
2βkq1

,

f(y) =
f0
2

+

∞∑

k=1

(−1)kfk cos(βky)

(13)

и введены обозначения

ak(τ ) =
2q22

β2
k + p2

2

− (β2
k + Ω2

0)(β
2
k + q22)

β2
k(β2

k + p2
1
)

,

bk =
2τ2p2

2

τ2 + q22
− (τ2 + Ω2

0)(τ
2 + p2

2)

τ2 + q21
,

Rk = q2 −
β2

k + q22
4β2

kq1
Ω2

0 =
ν

1 − 2ν
Ω2

1.

(14)

Для того, чтобы обеспечить однозначность тра-
ктовки интегралов в соотношениях (10) и (12), в
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частоту ω вводится малая вязкость iε (ε>0). Это
позволяет сместить полюса функции x(τ ) с веще-
ственной оси и выбрать путь интегрирования в со-
ответствии с принципом предельного поглощения.

Для корректного усечения системы (12), обе-
спечивающего эффективность последующего чи-
сленного решения, важное значение имеет знание
асимптотического поведения неизвестных yk при
k→∞ и x(τ ) при τ→∞. Такая асимптотика дае-
тся формулами

lim
k→∞

yk = a0, lim
τ→∞

x(τ )τ4 = −a0. (15)

Тогда при усечении системы (12) для сумм и ин-
тегралов можно воспользоваться приближенными
равенствами

∞∑

k=1

ykψ(βk) ≈
K∑

k=1

ykψ(βk)+

+a0

∞∑

k=K+1

ψ(βk),

∞∫

−∞

x(τ )G(τ )dτ ≈
T∫

−T

x(τ )G(τ )dτ−

−2a0

∞∫

T

G(τ )τ−4dτ.

(16)

В результате таких замен приходим к конечной си-
стеме из K+1 линейных алгебраических уравне-
ний относительно K+2 неизвестных: A0, yk (k =
1, . . . , K), a0). Уравнение, замыкающее ее, можно
сформулировать либо используя асимптотическое
выражение (15) в виде

yK = a0,

либо исходя из свойств волнового поля в окрестно-
сти угловой точки:

σz(1, 0)− σy(1, 0)

2G
= f(±1). (17)

На основании численного анализа установлено,
что для замыкания конечной системы предпочти-
тельнее пользоваться соотношением (17). В этом
случае достигается более высокая точность удов-
летворения граничных условий при использова-
нии фиксированных K – верхнего предела в сум-
мах и T – верхнего предела в интегралах систе-
мы (12). Значения K и T выбирались в соответ-
ствии с требуемой точностью удовлетворения гра-
ничных условий, а критерием достоверности по-
лученных данных являлся контроль за точностью

их выполнения. При этом для всех рассмотрен-
ных видов нагрузки погрешность выполнения гра-
ничных условий не превышала 1 % заданного на
торце напряжения при K=10, T =150.

Используя метод вычетов применительно к ра-
зложению (10), волновое поле в полубесконечном
слое может быть представлено в виде суммы всех
нормальных волн Рэлея – Лэмба:

uy(y, z) =

J∑

j=1

CjUy(ξj , y)e
iξjz+

+

∞∑

p=1

CpUy(ζp, y)e
iζpz,

uz(y, z) =

J∑

j=1

CjUz(ξj , y)e
iξjz+

+

∞∑

p=1

CpUz(ζp, y)e
iζpz ,

(18)

где ζp с Imζp > 0 являются чисто мнимыми (если
они существуют) и комплексными корнями дис-
персионного уравнения (11), а коэффициенты Cj,
Cp определяются согласно соотношениям [39]

Cj =
1

∆′(ξj)

[
∞∑

k=1

ykak(ξj) − iA0

2Ω2
0Ω1

ξ2j − Ω2
1

]
, (19)

Cp =
1

∆′(ζp)

[
∞∑

k=1

ykak(ζp) − iA0

2Ω2
0Ω1

ζ2
p − Ω2

1

]
. (20)

Дополнительным критерием достоверности по-
лученных результатов служит энергетический ба-
ланс между подведенным и уносимым распро-
страняющимися нормальными волнами потоками
мощности. Поток мощности W0, подводимый к по-
луслою за период 2π/ω, дается формулой [27]

W0 = −ωG
1∫

−1

f(y)Im uz(y, 0)dy =

= −ωG
(
f0Ω1ReA0 −

Ω2
2

2

∞∑

k=1

fk

β2
k

Im yk

)
.

(21)

Средний за период поток мощности W1, перено-
симый распространяющимися нормальными мода-
ми, определяется соотношением

W1 = ωG
Ω2

2

2

J∑

j=1

|Cj|2(ξ2j − Ω2
1)∆

′(ξj). (22)
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В нашем случае потоки мощности, вычисленные
по формулам (21) и (22), отличались в четвертом
знаке после запятой во всем рассмотренном диа-
пазоне частот.

4. РАСЧЕТ ВОЛНОВОГО ПОЛЯ

Перейдем к описанию количественных данных,
характеризующих волновой процесс в упругом по-
луслое. Для сопоставления его отклика на различ-
ные виды гармонических по времени сил, прило-
женных к торцу волновода, в качестве нагрузок
рассмотрим функции f0(y)=

√
2 и fk(y)=cos(kπy).

Первая из них является несамоуравновешенной,
а вторая – самоуравновешенной и удовлетворяет
условию отсутствия результирующих продольных
сил и моментов на торце волновода:

1∫

−1

fk(y)dy =

1∫

−1

fk(y)ydy = 0. (23)

Для выбора амплитуд приложенных к торцу на-
грузок использовалось условие

1∫

−1

(
f0
2

)2

dy =

1∫

−1

f2
k (y)dy = 1, k = 1, 2, . . . (24)

На рис. 2 представлена зависимость E = W0/ω
от частоты для коэффициента Пуассона ν = 0.3.
Номер кривой k соответствует индексу нагрузки
fk−1(y). При этом для наглядности величина пото-
ка мощности, соответствующая нагрузке cos(2πy)
(кривая 3), увеличена в 10 раз. В области доста-
точно низких частот Ω2 ≤ 2 мощность в волновод
закачивается в основном несамоуравновешенной
нагрузкой f0/2, а самоуравновешенные нагрузки
дают очень незначительный вклад в энергетиче-
ское поле.

Для более наглядной оценки вклада отдельных
составляющих в дальнее поле рассмотрим норми-
рованный средний за период поток мощности, вы-
званный силами fk−1(y). Для нормировки исполь-
зуем поток мощности, обусловленный суммарной
нагрузкой f(y) =

√
2+cos(πy)+cos(2πy). Зависи-

мость Enk = Ek/(E0 +E1 +E2) от частоты пред-
ставлена на рис. 3. Номера кривых соответствуют
индексам нагрузок. Для частоты Ω2≤2 учет само-
уравновешенных составляющих нагрузки уточня-
ет значение среднего за период потока мощности
не более чем на 2 %. При этом вплоть до частоты
краевого резонанса (Ωe =2.31) роль самоуравнове-
шенных составляющих незначительна. Для ν=0.3
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Рис. 2. Частотная зависимость E=W0/ω для ν =0.3

следует особо выделить частоту Ω2 =2.2, на кото-
рой наблюдается максимальное влияние самоурав-
новешенной нагрузки, соответствующей cos(πy).
Однако и здесь вклад самоуравновешенных со-
ставляющих в волновое поле ощутим только ло-
кально. Поправка же для потока мощности не пре-
вышает 5 %.

Следовательно, если в области относительно
низких частот Ω2 ≤ Ωe на торец волновода
одновременно действуют несамоуравновешенная
и самоуравновешенная системы сил с некоторым
“балансом” по амплитудам, вкладом последней
в энергетическом поле волновода можно прене-
бречь. Таким образом, в этом частотном диапазоне
так же, как и в статике, может быть сформулиро-
ван динамический принцип Сен-Венана.

При одновременном действии на то-
рец полубесконечной упругой полосы не-
самоуравновешенной и самоуравновешен-
ной систем сил напряжения от самоурав-
новешенной системы существуют только
вблизи торца. На значительном расстоя-
нии от места приложения сил эффект от
самоуравновешенной нагрузки пренебре-
жимо мал по сравнению с несамоуравно-
вешенной нагрузкой.

Полученные количественные оценки показыва-
ют, что приложенные самоуравновешенные на-
грузки плохо согласуются с распределением на-
пряжений в единственной бегущей волне и, сле-
довательно, их влияние на волновое поле в даль-
ней зоне относительно мало, если основой для ин-
тегрального сравнения нагрузок служит соотно-
шение (24). Такое же обобщение принципа Сен-
Венана (в указанном смысле) было сделано в ра-
боте [28] для задачи динамики стержней в случае
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Рис. 3. Частотная зависимость Enk для ν =0.3

переходных процессов.
При дальнейшем увеличении частоты ситуация

заметно меняется. В этом случае волновое поле в
полуслое усложняется в связи с существованием
явления краевого резонанса [27, 37, 43] для про-
дольных колебаний. Хотя существование краево-
го резонанса обусловлено спецификой возбужде-
ния неоднородных волн, экспоненциально убыва-
ющих при удалении от торца и не переносящих
энергию, тем не менее на соответствующей ему
частоте происходит сильное увеличение мощнос-
ти, закачиваемой в волновод несамоуравновешен-
ной нагрузкой. При этом уже нельзя утверждать,
что при одновременном действии самоуравнове-
шенной и несамоуравновешенной нагрузок пер-
вой из них можно пренебречь для энергетическо-
го анализа волнового поля (а следовательно, и на-
пряжений в дальнем поле). Здесь возможны ситу-
ации, когда энергия, потребляемая системой при
возбуждении волновода нагрузкой f1(y)=cos(πy),
будет сравнима с энергией при возбуждении не-
самоуравновешенной нагрузкой f0/2 (см. рис. 2,
кривые 1 и 2). Заметим, однако, что при возбужде-
нии волновода высшими гармониками fk(y), k >1
мощность, закачиваемая в полуслой, остается весь-
ма малой по сравнению с мощностью, потребляе-
мой системой при возбуждении нагрузками f0/2 и
f1(y). При этом с увеличением порядка гармоники
мощность, потребляемая системой, уменьшается.
Таким образом, в области существования краево-
го резонанса для описания волнового поля в полу-
бесконечном слое на большом расстоянии от ме-
ста приложения нагрузки необходимо учитывать
не только несамоуравновешенную составляющую
приложенной силы, но и первую гармонику при
разложении f(y) в ряд Фурье.
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Рис. 4. Частотная зависимость Enk для ν =0.2

Следует также отметить, что поскольку часто-
та краевого резонанса Ωe зависит от коэффици-
ента Пуассона (она снижается с уменьшением ν),
то с уменьшением ν частота, до которой спра-
ведлив принцип Сен-Венана, будет падать. На
рис. 4 представлена частотная зависимость Enk

для коэффициента Пуассона ν= 0.2 (номера кри-
вых здесь вновь соответствуют индексам нагру-
зок fk−1(y)). Для данного коэффициента Пуассо-
на краевой резонанс наблюдается на частоте Ω2 =
2.19. Как и для ν=0.3, вплоть до частоты краевого
резонанса может быть сформулирован динамиче-
ский аналог принципа Сен-Венана.

Таким образом, понятие энергетической экви-
валентности позволяет сформулировать аналог
принципа Сен-Венана для стационарных динами-
ческих задач в области относительно низких ча-
стот, где существует лишь одна распространяюща-
яся волна. При этом указанный частотный диапа-
зон разбивается на две подобласти. Для интервала
0 ≤ Ω2 ≤ Ωe можно утверждать, что при однов-
ременном действии самоуравновешенной и неса-
моуравновешенной нагрузок первой из них мож-
но пренебречь так же, как это делается в статике.
Для второго интервала Ωe ≤ Ω2 ≤ Ω∗, кроме не-
самоуравновешенной составляющей нагрузки, не-
обходимо учитывать и первую гармонику в разло-
жении f(y) в ряд Фурье. Здесь через Ω∗ обозначе-
на частота, на которой появляются бегущие волны
высших порядков.

При формулировке динамического аналога
принципа Сен-Венана для упругого слоя рассма-
тривался средний за период поток мощности через
поперечное сечение z = const единичной ширины.
Кроме этого, представляет интерес исследование
мгновенного потока мощности
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Рис. 5. Частотная зависимость мгновенного потока мощности для t = T/8:
сплошная – активная составляющая, штриховая – реактивная составляющая;

а – самоуравновешенная нагрузка, б – несамоуравновешенная нагрузка

Pz = −
(
τzy

∂uy

∂t
+ σzz

∂uz

∂t

)
. (25)

В выражение (25) входят действительные части
напряжений и смещений (10). С учетом того, что
σzz=2µf(y) cos (ωt), а

∂uz

∂t
= ωVz(y) cos (ωt + ψ)

(здесь ψ – фазовый сдвиг между напряжениями и
смещениями), мгновенный поток мощности может
быть представлен в виде

Pz = µωf(y)Vz (y)
[
cos (2ωt + ψ) + cosψ

]
. (26)

Среднее по времени значение первого слагаемого
в правой части выражения (26) равно нулю. Сред-
нее по времени значение второго слагаемого равно
среднему потоку мощности.

В выражении для мгновенного потока мощности
первый член соответствует переменной реактив-
ной мощности, которая не излучается в полуслой,
а локализована в окрестности торца (места прило-
жения нагрузки). Второе слагаемое соответствует
активной мощности и описывает энергию, перено-
симую в дальнее поле. На рис. 5, а для момента
времени t=T/8 и коэффициента Пуассона ν=0.3
представлена частотная зависимость мгновенного
потока активной мощности P1 (сплошная кривая)
и реактивной мощности P2 (штриховая кривая),
подводимой к единице ширины слоя несамоурав-
новешенной нагрузки f(y) =

√
2. На рис. 5, б эти

же величины показаны для самоуравновешенной

нагрузки f(y) = cos(πy). Здесь

2GωP1 = Re P̃z =

1∫

−1

f(y)Vz (y) cos ψdy,

2GωP2 = Im P̃z =

1∫

−1

f(y)Vz (y) sinψdy.

В области низких частот для несамоуравнове-
шенной нагрузки активная мощность существен-
но превышает реактивную, что свидетельствует об
эффективном излучении в полуслой. Вблизи ча-
стоты краевого резонанса ситуация меняется. Ре-
активная мощность значительно возрастает и эф-
фективность излучения в среду падает. На часто-
те краевого резонанса реактивная мощность ме-
няет знак. При дальнейшем увеличении частоты
(Ωe ≥Ω2 ≥Ω∗) реактивная мощность оказывается
по модулю больше активной вплоть до появления
распространяющихся мод высших порядков.

Для самоуравновешенной нагрузки (см.
рис. 5, б) ситуация несколько иная. В области
низких частот реактивная мощность превышает
активную до частоты краевого резонанса. При Ωe

активная мощность имеет максимум, превыша-
ющий реактивную мощность. Последняя меняет
знак на частоте краевого резонанса и по модулю
превышает активную мощность до Ω2 =2.44. При
дальнейшем росте частоты активная мощность по
модулю остается более реактивной вплоть до Ω∗.

На частоте краевого резонанса активная мощ-
ность, обусловленная самоуравновешенной на-
грузкой f(y)=cos(πy), приблизительно в два раза

Н. С. Городецкая, В. Т. Гринченко, В. В. Мелешко 31



ISSN 1028 -7507 Акустичний вiсник. 2006. Том 9, N 1. С. 21 – 33

меньше активной мощности, обусловленной неса-
моуравновешенной нагрузкой f(y) =

√
2. В то же

время, в области низких частот (например, при
Ω2 = 1) активная мощность, обусловленная само-
уравновешенной нагрузкой, на три порядка мень-
ше, чем в случае несамоуравновешенной нагруз-
ки. Такое резкое изменение соотношения между
активными мощностями, обусловленными разны-
ми системами сил, на частоте краевого резонанса
приводит к увеличению роли самоуравновешенной
нагрузки в дальнем волновом поле на частоте Ωe.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе анализа энергетических характери-
стик волнового поля в упругом полуслое мож-
но сформулировать аналог статического прин-
ципа Сен-Венана для гармонических колебаний.
При этом обсуждаемый эффект имеет место толь-
ко для частот, лежащих ниже частоты краево-
го резонанса. Таким образом, понятие энергетиче-
ской эквивалентности позволяет сформулировать
принцип Сен-Венана для гармонических колеба-
ний полуслоя следующим образом: при одновре-
менном действии несамоуравновешенной и самоу-
равновешенной систем сил напряжения от самоу-
равновешенной системы возникают только вблизи
торца. На значительном расстоянии от места при-
ложения нагрузки эффект от самоуравновешен-
ной составляющей пренебрежимо мал, по сравне-
нию с действием несамоуравновешенной ее части.
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