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В результате численного решения плоской нестационарной задачи о колебаниях изотропного вязкоупругого слоя пе-
ременной толщины и конечной длины под действием локальной импульсной нагрузки определены кинематические
и динамические характеристики слоя как функции времени при разных геометрических и механических параме-
трах покрытия. Исследованы зависимости динамической шероховатости поверхности, а также скорости колебания
поверхности слоя от механических свойств и геометрии вязкоупругого покрытия. Изучено поведение во време-
ни кинетической, потенциальной, воспринимаемой и поглощаемой покрытием энергий. Определены соотношения
параметров вязкоупругого слоя и нагрузки, при которых величина воспринятой энергии внешнего импульсного
возмущения максимальна.

У результатi чисельного розв’язання двовимiрної нестацiонарної задачi про коливання iзотропного в’язкопружного
шару змiнної товщини i скiнченної довжини пiд дiєю локального iмпульсного навантаження визначенi кiнематичнi
та динамiчнi характеристики шару як функцiї часу при рiзних геометричних i механiчних параметрах покриття.
Дослiдженi залежностi динамiчної шорсткостi поверхнi, а також швидкостi коливання поверхнi в’язкопружного по-
криття вiд його механiчних властивостей та геометрiї. Вивчено поведiнку в часi для кiнетичної, потенцiйної енергiй,
енергiї, яка сприймається та поглинається покриттям. Визначенi спiввiдношення параметрiв в’язкопружного шару
та навантаження, при яких величина сприйнятої енергiї зовнiшнього iмпульсного збурення є максимальною.

From solving the nonstationary problem on vibration of an isotropic viscoelastic layer with varying thickness and finite
length subjected to action of the pulse loading, the kinematic and dynamic characteristics of the layer are determined as
time functions at various geometric and mechanical coating parameters. The surface dynamic roughness and vibrational
velocity of the layer’s surface are investigated as the dependencies from the mechanical properties and geometry of a
viscoelastic coating. Time behavior of the kinematic, potential, accepted (accumulated) and dissipated energies is studied.
The relative values of the parameters of the viscoelastic layer and loading are determined, for which the accumulated
energy from the external pulse disturbance is maximal.

ВВЕДЕНИЕ

Проблемы снижения гидравлических потерь в
гидротранспорте и гидродинамического сопротив-
ления трения во время движения тел в водной и
воздушных средах остаются актуальными на сов-
ременном этапе технического прогресса. В каче-
стве одного из подходов к их решению предла-
галось наносить на элементы конструкций, непо-
средственно контактирующих с жидкостью, тон-
кий слой эластичного материала, способного по-
глощать пульсационную энергию внешнего пото-
ка (вязкоупругое покрытие) [1]. Действительно,
при турбулентном обтекании поверхностей даже в
условиях, когда осредненное течение стационарно,
в потоке присутствуют высокочастотные осцил-
ляции пульсаций скоростей и давлений, отвечаю-
щие за высокие значения коэффициентов сопро-
тивления трения. Однако возмущения в потоке
при взаимодействии с вязкоупругим покрытием
приводят к деформации поверхности обтекаемого
тела, инициируя образование распространяющи-

хся волн, которые в свою очередь изменяют стру-
ктуру потока.

Для оценки такого взаимовлияния и описания
взаимодействия предложен ряд моделей, в том
числе метод распределенного демпфирования, в
котором для оценки демпфирующих свойств по-
крытия применяется квазигармонический подход,
решение отыскивается в классе бегущих волн,
а покрытия моделируются однородными бесконе-
чными слоями постоянной толщины [2, 3]. К со-
жалению, такая постановка задачи не позволяет
учесть конечность длины обтекаемой поверхно-
сти, локальность приложенной нагрузки, изменя-
емость свойств и толщины покрытия [8, 9].

Существует ряд работ [11,12], которые представ-
ляют результаты решения задачи о начальной ста-
дии развития возмущений в пограничном слое на
вязкоупругом покрытии, но в них рассматрива-
ются только покрытия постоянной толщины и ко-
нечность длины практически не учитывается, так
как рассматривается только начальный этап фор-
мирования возмущенного поля скорости.
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Рис. 1. Вязкоупругий слой переменной толщины
и конечной длины

Поэтому в данной работе рассматривается зада-
ча нестационарного деформирования вязкоупру-
гого слоя конечной длины и переменной толщины
под действием локального импульсного источника
на поверхности с использованием модели вязко-
упругой среды, описываемой интегральными со-
отношениями между напряжениями и деформа-
циями с функцией релаксации, записанной в ви-
де суммы убывающих экспонент. Такая постанов-
ка задачи позволяет определять любые характе-
ристики покрытий с произвольной геометрией как
по поверхности обтекания, так и по толщине, а
выбранная модель вязко-упругости дает возмож-
ность более объективно описывать поведение ре-
альных эластичных материалов.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Кинематические и динамические характеристи-
ки вязкоупругого слоя (рис. 1) определяются из
решения линеаризованного уравнения колебания
сплошной среды

ρ
∂2ξi

∂t2
= σij,j. (1)

Граничные условия на верхней поверхности за-
даются в виде

σx2x2
|x2=0 = −P (x1, 0, t),

σx1x2
|x2=0 = Q(x1, 0, t),

(2)

где через

P (x1, 0, t)=







P0, x1∈ [x0−`, x0+`], 0<t≤ t0,

0, x1 6∈ [x0−`, x0+`], t>t0;

Q(x1, 0, t)=







Q0, x1∈ [x0−`, x0+`], 0<t≤ t0,

0, x1 6∈ [x0−`, x0+`], t>t0

обозначены нормальная и касательная нагрузки;
x0 – центральная точка площадки воздействия на-

грузки; ` – половина ее длины. На нижней и бо-
ковых поверхностях заданы условия твердых гра-
ниц:

ξ1|x2=h(x1) = ξ2|x2=h(x1) =

= ξ1|x1=±L = ξ2|x1=±L = 0.
(3)

В случае свободного слоя

σx2x2
|x2=h(x1) = σx1x2

|x2=h(x1) =

= ξ1|x1=±L = ξ2|x1=±L = 0.
(4)

В работе используется интегральное представле-
ние соотношения между напряжениями и дефор-
мациями [4]:

σij(~x, t)=λ(t)θ(~x, t)δij +2µ(t)εij(~x, t)+

+

t
∫

0

[

θ(~x, t − s)
dλ(s)

ds
+2εij(~x, t−s)

dµ(s)

ds

]

ds,

(5)

где динамический сдвиговый модуль моделируе-
тся функцией релаксации, которая записывается
в виде суммы убывающих экспонент [5]

µ(t) = µ0 +

N
∑

j=1

µje
−t/τj , (6)

а динамический модуль λ(t) определяется из усло-
вия, что динамический объемный модуль для рас-
сматриваемых полимерных материалов равен ста-
тическому:

K(t) = λ(t) +
2

3
µ(t) = λ0 +

2

3
µ0.

Отсюда

λj = −
2

3
µj, j = 1, . . .N,

λ(t) = λ0 −
2

3

N
∑

j=1

µje
−t/τj ,

где

θ = εii;

εij =
1

2

(

∂ξi

∂xj
+

∂ξj

∂xi

)

;

~x = (x1, x2); ξi – амплитуды перемещений вдоль
соответствующих осей координат; τj – времена ре-
лаксации; µ0 – статический модуль сдвига.
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2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КООРДИНАТ

Для преобразования расчетной области в пря-
моугольную производится замена переменных

η1 =
x1

L
, η2 =

x2

h(x1)
,

t̄ =
t

T0
, T0 =

L

Cλ
,

(7)

где h(x1) – переменная толщина покрытия;
Cλ =

√

(λ(0)+2µ(0))/ρ – скорость распростране-
ния нормальной волны в вязкоупругом теле.

После подстановки выражений для напряжений
(5) в уравнения движения сплошной среды (1)
с учетом замены переменных (7), безразмерные
уравнения в перемещениях, описывающие колеба-
ние вязкоупругого слоя переменной толщины, при-
нимают вид:

(λ̃0 + 2µ̃0)D11ξ1 + µ̃0D22ξ1+

+(λ̃0 + µ̃0)D12ξ2−

−
N

∑

j=1

µ̃j

τj

{

T0t̄
∫

0

[

4

3
D11ξ1 + D22ξ1+

+
1

3
D12ξ2

]

T0(t̄−s̄)

e−s̄/τjds̄

}

=
∂2ξ1

∂t̄2
,

µ̃0D11ξ2 + (λ̃0 + 2µ̃0)D22ξ2+

+(λ̃0 + µ̃0)D12ξ1−

−

N
∑

j=1

µ̃j

τj

{

T0t̄
∫

0

[

D11ξ2 +
4

3
D22ξ2+

+
1

3
D12ξ1

]

T0(t̄−s̄)

e−s̄/τjds̄

}

=
∂2ξ2

∂t̄2
.

(8)

Здесь

λ̃0 =
λ0

ρC2
λ

; µ̃0 =
µ0

ρC2
λ

;

µ̃j =
µj

ρC2
λ

, j = 1, . . . , N ;

h′ =
dh

dx1
; h′′ =

d2h

dx2
1

;

D11 = L2 ∂2

∂x2
1

=
∂2

∂η2
1

+ η2
2L

2 h′2

h2

∂2

∂η2
2

−

−2η2L
h′

h

∂2

∂η1η2
+ L2 η2

h

(

2
h′2

h
− h′′

)

∂

∂η2
;

D22 = L2 ∂2

∂x2
2

=
L2

h2

∂2

∂η2
2

;

D12 = L2 ∂2

∂x1∂x2
=

L

h

∂2

∂η1∂η2
−

−L2 h′

h2

(

∂

∂η2
+ η2

∂2

∂η2
2

)

.

Граничные условия записываются в следующем
виде:

ξ1 = ξ2 = 0 при η2 = −1 и η1 = ±1;

−

N
∑

j=1

µ̃j

τj

{

T0t̄
∫

0

[

1

h

∂ξ1

∂η2
+

1

L

∂ξ2

∂η1

]

T0(t̄−s̄)

×

×es̄/τj ds̄

}

+

+µ̃0

(

1

h

∂ξ1

∂η2
+

1

L

∂ξ2

∂η1

)

=
Q̄(η1, 0, t̄)

ρC2
λ

,

−
2

3

N
∑

j=1

µ̃j

τj

{

T0t̄
∫

0

[

2

h

∂ξ2

∂η2
−

1

L

∂ξ1

∂η1

]

T0(t̄−s̄)

×

×es̄/τj ds̄

}

+

+(λ̃0 + 2µ̃0)
1

h

∂ξ2

∂η2
+ λ̃0

1

L

∂ξ1

∂η1
= −

P̄ (η1, 0, t̄)

ρC2
λ

при η = 0.

(9)

3. МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Полученную систему интегро-дифферен-
циальных уравнений решаем конечно-
разностным методом с использованием неявной
пространственно-факторизованной схемы второго
порядка точности с центральными разностями по
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времени и пространственным переменным [6,7]:

[

E −
1

2
∆t2

L2

h2
µ̃(0)Λ22

]

×

×

[

E −
1

2
∆t2(λ̃(0) + 2µ̃(0))Λ11

]

×

×(ξn+1
1 + ξn−1

1 ) =

= 2ξn
1 + ∆t2(λ̃(0) + 2µ̃(0))Λ′

11ξ
n
1 +

+∆t2(λ̃(0) + µ̃(0))Λ′

12ξ
n
2 −

−∆t3
N

∑

j=1

µ̃j

τj

{ n
∑

`=0

[

4

3
(Λ11 + Λ′

11)ξ
n−`
1 +

+
L2

h2
Λ22ξ

n−`
1 +

1

3
Λ′

12ξ
n−`
2

]

e−`∆t/τj

}

,

[

E −
1

2
∆t2

L2

h2
(λ̃(0) + 2µ̃(0))Λ22

]

×

×

[

E −
1

2
∆t2µ̃(0)Λ11

]

×

×(ξn+1
2 + ξn−1

2 ) =

= 2ξn
2 + ∆t2µ̃(0)Λ′

11ξ
n
2 +

+∆t2(λ̃(0) + µ̃(0))Λ′

12ξ
n
1 −

−∆t3
N

∑

j=1

µ̃j

τj

{ n
∑

`=0

[

(Λ11 + Λ′

11)ξ
n−`
2 +

+
4

3

L2

h2
Λ22ξ

n−`
2 +

1

3
Λ′

12ξ
n−`
1

]

e−`∆t/τj

}

.

(10)

Здесь приняты обозначения

Λ′

11 = L2 η2

h

(

2
h′2

h
− h′′

)

Λ2+

+η2
2h

′2 L2

h2
Λ22 − 2η2h

′
L

h
Λ12;

Λ′

12 =
L

h
Λ12 − h′

L2

h2
(η2Λ22 + Λ2);

Λ2ωij =
ωi+1j − ωi−1j

2∆η2
;

Λ11ωij =
ωi+1j − 2ωij + ωi−1j

∆η2
1

;

Λ22ωij =
ωij+1 − 2ωij + ωij−1

∆η2
2

;

Λ12ωij =
ωi+1j+1 + ωi−1j−1 − ωi−1j+1 − ωi+1j−1

4∆η1∆η2
.

Граничные условия на свободной поверхности
запишутся в разностном виде следующим образом:

µ̃(0)

h

3ξn+1
1iM − 4ξn+1

1iM−1 + ξn+1
1iM−2

2∆η2
=

=
Q̄n+1

i

ρC2
λ

− µ̃(0)
1

L

ξn
2i+1M − ξn

2i−1M

2∆η1
+

+∆t

N
∑

j=1

{

µ̃j

τj

n
∑

`=0

[

1

L

ξn−`
2i+1M − ξn−`

2i−1M

2∆η1
+

+
1

h

3ξn−`
1iM − 4ξn−`

1iM−1 + ξn−`
1iM−2

2∆η2

]

e−`∆t/τj

}

,

λ̃(0) + 2µ̃(0)

h

3ξn+1
2iM − 4ξn+1

2iM−1 + ξn+1
2iM−2

2∆η2
=

= −
P̄ n+1

i

ρC2
λ

− λ̃(0)
1

L

ξn
1i+1M − ξn

1i−1M

2∆η1
+

+
2

3
∆t

N
∑

j=1

{

µ̃j

τj

n
∑

`=0

[

−
1

L

ξn−`
1i+1M − ξn−`

1i−1M

2∆η1
+

+
1

h

3ξn−`
2iM − 4ξn−`

2iM−1 + ξn−`
2iM−2

∆η2

]

e−`∆t/τj

}

.

(11)

Полученная схема реализована последователь-
ными одномерными прогонками с использовани-
ем дополнительного итерационного процесса. По-
следний введен для стабилизации ошибки, вно-
симой разнесением по временным слоям произво-
дных в граничных условиях (11), а также ошибки,
появляющейся в результате осреднения искомых
сеточных функций при операторах левой части
конечно-разностного уравнения (10) в виде полу-
суммы на предыдущем и последующем временных
слоях. На основе метода Неймана доказана абсо-
лютная устойчивость данной конечно-разностной
схемы. Исследование решения на измельчающейся
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сетке и при уменьшении шага по времени показало
сходимость численной схемы к точному решению.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

При воздействии на вязкоупругий слой локаль-
ной нагрузки, прикладываемой мгновенно и дей-
ствующей на конечном промежутке времени, в нем
формируется волновое движение. Его характери-
стики зависят от механических и геометрических
параметров слоя и нагрузки.

Проведенный расчет подтвердил классические
результаты для нестационарного деформирования
вязкоупругого слоя: амплитуда прогиба вязкоу-
пругого покрытия пропорциональна величине на-
грузки и обратно пропорциональна статическому
и динамическому модулям материала. Вместе с
тем, полученные результаты выявили аномальные
зависимости деформирования от свойств матери-
ала. На рис. 2 – 4 приведены данные об изменении
нормального смещения поверхности в центре зоны
воздействия нагрузки для разных отношений ста-
тического модуля сдвига µ0 к величине нормаль-
ной нагрузки, толщин слоя в области приложения
нагрузки, значений вязкости материала при раз-
личных коэффициентах µ1 и временах релаксации
τ1 (вязкость моделировалась одним временем ре-
лаксации и динамическим коэффициентом).

В процессе начального деформирования поверх-
ности вязкоупругого слоя можно выделить три
основных временных интервала, предшествующих
достижению максимального прогиба поверхности
слоя:

1) интервал воздействия нагрузки (0, t0];

2) интервал (t0, tµ] между временем прекраще-
ния действия нагрузки и временем прихода
сдвиговой волны от концов зоны нагрузки в
рассматриваемую точку поверхности (здесь
tµ≈`/Cµ);

3) интервал (tµ, th] между временем прихода
сдвиговой волны в рассматриваемую точку и
временем достижения поверхности нормаль-
ной волной, отраженной от основания слоя,
где th = 2h0/Cλ, а также интервал достиже-
ния максимального вспучивания поверхности
слоя после прихода отраженной волны на нее
(th, tвс], где th <tвс <2th.

Амплитуда прогиба ξпр
2 на интервале воздей-

ствия нагрузки обратно пропорциональна сумме
статического и динамического модулей. На втором
интервале, если tµ < th, происходит увеличение
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Рис. 2. Амплитуды колебания поверхности в
центральной точке зоны нагрузки во времени:

а – для разных значений статического модуля
µ0/P = 20, 33, 67, 130 (кривые 1–4);

б – для разных значений толщины слоя в области приложения
нагрузки h0/L=0.025, 0.05, 0.075, 0.1 (кривые 1–4)

при µ1/µ0 =1.7, τ1 =10−4 с, t0 =10−4 с

прогиба поверхности эквидистантно для различ-
ных µ0 при одинаковых толщине слоя и плотнос-
ти материала (см. рис. 2, а). На третьем интервале
t > th восстановление поверхности происходит со
скоростью, пропорциональной скорости нормаль-
ной волны для данного материала при tµ <th. Если
же tµ > th, то восстановление происходит медлен-
нее, так как в этом случае суммируются разно-
направленные смещения сдвиговой и отраженной
нормальной волн от неподвижной поверхности. С
ростом толщины слоя в области приложения на-
грузки до значения h0 = 0.5Cλtµ прогиб увеличи-
вается. Дальнейшее утолщение слоя не приводит
к увеличению прогиба.

Формирование вспучивания поверхности в зоне
воздействия нагрузки начинается после прихода
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Рис. 3. Амплитуды колебания поверхности
в центральной точке зоны нагрузки во времени:

а – для разных значений динамического модуля
µ1/µ0 =1, 1.7, 3.3, 6.7 (кривые 1–4);

б – для разных значений времени релаксации
τ1/t0 =0.1, 1, 5, 20 (кривые 1–4)

при h0 =5 мм, µ0/P =20, t0 = 10−4 с

на поверхность отраженного сигнала (t>th). Оно
протекает значительно сложнее, так как здесь уже
начинают проявляться вязкость и взаимодействие
возмущений от концов площадки нагрузки. Следу-
ет, однако, отметить, что основные закономерно-
сти процесса сохраняются – амплитуда вспучива-
ния обратно пропорциональна µ0+µ1 . При фикси-
рованной вязкости отношение вспучивания к про-
гибу поверхности |ξвс

2 |/|ξпр
2 | изменяется незначи-

тельно с изменением µ0. Вспучивание поверхности
изменяется незначительно с изменением толщины
в области воздействия нагрузки при фиксирован-
ных механических параметрах слоя (см. рис. 2, б).

С увеличением вязкости (динамического моду-
ля µ1) амплитуды смещения также уменьшаются,
так как материал становится динамически более

твердым вследствие увеличения скоростей распро-
странения нормальной и сдвиговой волн уменьша-
ются времена достижения максимального проги-
ба и вспучивания поверхности вязкоупругого слоя
(см. рис. 3, а). Отношение |ξвс

2 |/|ξпр
2 | уменьшается

с увеличением динамического модуля (например,
при возрастании µ1 в 7 раз оно падает почти в
3 раза). При этом исчезают высокочастотные ло-
кальные осцилляции, амплитуда которых меньше
или сопоставима с амплитудами основных волн,
распространяющихся в слое.

С увеличением времени релаксации величина
прогиба уменьшается, причем существует интер-
вал времен релаксации (τopt ≈ 10−4), при кото-
ром вспучивание принимает минимальные значе-
ния (см. рис. 3, б).

Прогибы и вспучивания в фиксированной точке
поверхности, возникающие в результате воздей-
ствия на вязкоупругий слой нормальной нагрузки,
определяются взаимодействием сдвиговых волн,
распространяющихся от концов зоны повышенно-
го давления, а также нормальной волны, поро-
жденной начальным импульсом и движущейся в
поперечном направлении.

На рис. 4 представлены результаты расчета вре-
менно́й эволюциии амплитуды колебания поверх-
ности в центре зоны повышенного давления при
различных величинах площадки нагружения. Так,
при tµ <th прогиб поверхности определяется вкла-
дом сдвиговой волны, пришедшей от концов зоны
нагрузки в рассматриваемую точку. Если tµ > th
(время прихода сдвиговой волны в рассматривае-
мую точку превышает время достижения поверх-
ности нормальной волной, отраженной от неподви-
жной границы), то прогиб поверхности не увели-
чивается. При этом проявляется вклад сдвиговой
волны в величину вспучивания поверхности в дан-
ной точке.

С увеличением площадки воздействия нагруз-
ки максимальная скорость отклика поверхности
практически не изменяется, но увеличивается ин-
тервал времени, на котором скорость отклика
принимает наибольшие значения (рис. 5, а). На
прогиб и вспучивание поверхности вязкоупругого
слоя преобладающее влияние оказывают сдвиго-
вые волны, распространяющиеся от концов зоны
повышенного давления, тогда как скорость откли-
ка поверхности в большей мере предопределяется
нормальными волнами, отраженными от нижней
жесткой границы.

Скорость движения поверхности в зоне дей-
ствия нагрузки обратно пропорциональна величи-
не статического модуля и практически постоян-
на на интервале нагружнения при малой вязкости
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Рис. 4. Амплитуды колебания поверхности
во времени в центральной точке зоны приложения

нагрузки для различных величин площадки нагрузки
`/h0=0.4, 0.8, 1.6, 4 (кривые 1–4)

материала слоя (см. рис. 5, б). С увеличением ди-
намического модуля при фиксированном µ0 ско-
рость уменьшается. При этом она растет во вре-
мени, достигая максимального значения в момент
t= t0. После прекращения действия нагрузки ско-
рость принимает практически нулевые значения
до момента прихода на поверхность отраженной
нормальной волны, после чего она резко возраста-
ет. С увеличением µ1 скорость восстановления по-
верхности уменьшается. Увеличение вязкости ма-
териала влияет на скорость восстановления значи-
тельно сильнее, чем на скорость движения поверх-
ности под действием нагрузки (так, при увеличе-
нии µ1 в 7 раз Vот уменьшается более чем в 2 раза,
тогда как Vпр – почти в 1.2 раза).

При изменении времени релаксации величина
нормальной скорости на интервале 0 < t < th ме-
няется незначительно, а скорость отклика поверх-
ности вязкоупругого покрытия принимает мини-
мальные значения при τ ≈τopt.

Величина воспринимаемой энергии вязкоупру-
гим слоем на стадии воздействия нагрузки, ско-
рость ее диссипации и характер перераспределе-
ния по всему слою также зависят от геометриче-
ских и динамических параметров слоя.

На рис. 6 и 7 приведены результаты расчета
энергетических характеристик слоя: воспринима-
емая энергия и ее перераспределение между ки-
нетической, потенциальной и поглощенной энер-
гиями при воздействии на слой локальной нагруз-
ки заданной интенсивности. Величина восприня-
той энергии вязкоупругим слоем за время нагру-
жения прямо пропорциональна величине прило-
женной нагрузки и обратно пропорциональна сум-
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Рис. 5. Изменение во времени скорости колебания
поверхности в центральной точке зоны нагрузки:

а – для различных величин площадки нагрузки
`/h0 =0.2, 0.4, 0.8, 4 (кривые 1–4);

б – для разных значений динамического модуля
µ1/µ0 =1, 1.7, 3.3, 6.7 (кривые 1–4) при h0 =5 мм,

µ0/P =20, τ1 =10−4 с, t0=10−4 с

ме статического и динамического модулей. Она не
зависит от толщины покрытия, если продолжи-
тельность воздействия нагрузки t0 < th. Если же
t0 >th, то с приходом на поверхность отраженной
от нижней границы нормальной волны вязкоупру-
гий слой перестает воспринимать энергию внешне-
го возмущения, и определенную ее часть отдает
обратно в поток (см. рис. 6). Этот критерий по-
зволяет достаточно надежно определять толщину
слоя заданных параметров, максимально воспри-
нимающего энергию внешнего возмущения давле-
ния.

На рис. 7 представлены изменения во време-
ни кинетической и потенциальной энергии слоя,
а также величина диссипируемой энергии в слое.
Видно, что сумма кинетической, потенциальной и
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Рис. 6. Величина воспринятой энергии
для разных значений толщины слоя

h0 =0.5, 1.5, 2.5 мм (кривые 1–4)
при µ0/P =165, µ1/µ0=1.7,
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Рис. 7. Потенциальная (1), кинетическая (2),
поглощенная (3) и воспринятая (4) энергии

при h0=5 мм, µ0/P =33, µ1/µ0 =1.7,
τ1=10

−4 с, t0=10
−4 с

диссипируемой энергий равна воспринятой энер-
гии. Выполнение закона сохранения энергии яв-
ляется одним из подтверждений правильности
численных результатов. При импульсной нагруз-
ке вязкоупругий слой накапливает практически
равные кинетическую и потенциальную энергии.
Обмен между ними происходит в моменты време-
ни, которые можно соотнести с периодом толщин-
ного резонанса слоя.

Для проверки эффективности разработанной
методики расчета вязкоупругого слоя выполне-
но сопоставление с результатами исследования по
ударному нагружению прямоугольной пластины
падающим шаром [10]. При решении вязкоупру-
гой задачи для слоя со свободными от напряже-

ний горизонтальными границами в качестве исхо-
дных данных принимался закон изменения во вре-
мени давления, измеренного в точке контактно-
го взаимодействия пластины и шара. При расче-
тах использовались такие значения количествен-
ных параметров: E = 2.1 · 1011 Па, ν = 0.3, ρ =
7800 кг/м3, h0 = 0.05 м, L = 0.3, ` = 0.005 м.
Численные результаты показали неплохую согла-
сованность с экспериментом, несмотря на то, что
задача нестационарного деформирования вязкоу-
пругого слоя была рассмотрена в плоской поста-
новке, а область контакта предполагалась постоян-
ной во времени (в действительности область кон-
такта шара и пластины представляет собой круг с
переменным во времени радиусом).

ВЫВОДЫ

1. Разработан алгоритм численного решения
системы интегро-дифференциальных уравне-
ний, описывающих колебания вязкоупругого
слоя переменной толщины и конечной длины,
определены динамические и кинематические
характеристики слоя под действием локаль-
ной импульсной нагрузки.

2. Определен диапазон времен релаксации, при
котором вспучивание поверхности принимает
минимальные значения, а также критическое
значение толщины слоя, с превышением кото-
рого величина прогиба перестает увеличива-
ться, а вспучивание поверхности не меняется.

3. Вязкость материала слоя влияет на величи-
ну прогиба поверхности и скорость проникно-
вения нагрузки в значительно меньшей ме-
ре, чем на величину вспучивания и скорость
отклика поверхности.

4. Вязкоупругий слой фиксированной толщины
воспринимает энергию импульсного внешне-
го возмущения только на протяжении опреде-
ленного промежутка времени до прихода на
поверхность отраженной нормальной волны.
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