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ОСЕСИМЕТРИЧНИМ ЗВУЖЕННЯМ.
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Проведенi розрахунки гiдродинамiчних i акустичних характеристик течiї за локальним звуженням каналу, отри-
маних на основi розробленого в роботi [1] методу. Результати розрахункiв добре узгоджуються з вiдповiдними
лiтературними даними. Це дає пiдстави говорити про успiшну апробацiю розробленого методу й можливiсть його
подальшого застосування для розв’язання вiдповiдних задач механiки й акустики.

Проведены расчеты гидродинамических и акустических характеристик течения за локальным сужением канала,
полученных на основе разработанного в работе [1] метода. Результаты расчетов хорошо согласуются с соответству-
ющими литературными данными. Это дает основания говорить об успешной апробации разработанного метода и
возможности его дальнейшего применения для решения соответствующих задач механики и акустики.

The hydrodynamic and acoustic characteristics of the flow past a channel’s local narrowing, obtained on the basis of the
method developed in work [1], are estimated. The estimation results correlate well with the corresponding data reported
in scientific literature. This indicates a successful testing of the developed method and allows applying it to solving the
appropriate mechanical and acoustical problems.

ВСТУП

У попереднiй статтi [1] був розроблений
аналiтично-чисельний метод розв’язання задач ге-
нерацiї звуку течiями у каналах з локальними
геометричними неоднорiдностями. У рамках цьо-
го методу знайденi поля гiдродинамiчних параме-
трiв використовуються для описання джерел зву-
ку, а для знаходження поля течiї та акустично-
го поля застосовуються методи функцiй Грiна i
власних функцiй, а також методи кореляцiйно-
спектрального аналiзу.

На основi розробленого у [1] методу було розв’я-
зано задачу генерацiї звуку стацiонарною течiєю
у нескiнченному прямому жорсткостiнному кана-
лi кругового поперечного перерiзу з локальним
осесиметричним звуженням i отримано аналiтичнi
вирази для розрахунку гiдродинамiчних i акусти-
чних характеристик течiї.

У данiй статтi проводяться розрахунки цих ха-
рактеристик для типових значень параметрiв те-
чiї, каналу й локального звуження. Порiвняння ре-
зультатiв розрахункiв з вiдповiдними лiтературни-
ми даними дозволяє зробити висновок про можли-
вiсть подальшого застосування розробленого ме-
тоду для розв’язання вiдповiдних задач механiки
i акустики.

Стаття складається зi вступу, двох роздiлiв, ви-

сновкiв, списку лiтератури й додатку. У першо-
му роздiлi коротко нагадується постановка задачi
(див. роботу [1]) i наводяться вирази для гiдро-
динамiчних i акустичних характеристик течiї. У
другому роздiлi проводяться розрахунки цих ха-
рактеристик i аналiзуються отриманi результати.
Далi формулюються висновки проведеного дослiд-
ження, наводяться списки цитованої лiтератури та
прийнятих позначень.

1. ПОСТАНОВКА I ЗАГАЛЬНИЙ РОЗВ’Я-
ЗОК ЗАДАЧI

Перш нiж переходити до розрахунку i аналiзу
отриманих у роботi [1] гiдродинамiчних i акусти-
чних характеристик течiї у каналi за його локаль-
ним звуженням, коротко нагадаємо постановку са-
мої задачi, а також наведемо розрахунковi вирази
для цих характеристик.

Розглядається нескiнченний прямий жорстко-
стiнний канал кругового поперечного перерiзу ра-
дiуса a (див. [1, рис. 1]) з локальним осесиметри-
чним звуженням довжини l, яке описується фун-
кцiєю rs(z)=a−δs cos(πz/l) (δs <a, −l/2<z<l/2).
У каналi з осередненою осьовою швидкiстю U тече
рiдина з густиною ρ i в’язкiстю ν . Течiя характе-
ризується малим числом Маха M �1. Звуження
збурює течiю, яка, у свою чергу, створює у каналi
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акустичне поле. Необхiдно дослiдити поле збуреної
течiї i акустичне поле, а також встановити зв’язок
мiж їхнiми характеристиками та параметрами зву-
ження, каналу i незбуреного потоку.

Розв’язання сформульованої задачi починається
з її роздiлення на гiдродинамiчну i акустичну ча-
стини, зв’язанi мiж собою через гiдродинамiчнi
джерела звуку [1]. Пiдставою для такого кроку
служить класична теорiя Лайтхiла [2, 3], яка дає
право без втрат загальностi вважати, що:

• в’язкiсть рiдини вiдiграє суттєву роль лише в
областi збуреної звуженням течiї;

• згенерований звук поширюється в iдеальному
стисливому середовищi.

Такий пiдхiд у сукупностi з прийняттям ряду
фiзично обгрунтованих припущень дозволяє за-
стосовувати методи функцiй Грiна i власних фун-
кцiй, а також методи кореляцiйно-спектрального
аналiзу до кожної з одержаних задач [1]. Вико-
нання передбачених вказаними методами операцiй
дає вирази для гiдродинамiчних i акустичних ха-
рактеристик течiї. Наприклад, вираз для гiдроди-
намiчного тиску p в областi

0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ φ ≤ 2π, l/2 ≤ z ≤ ze

збуреної за локальним звуженням каналу течiї має
вигляд
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1
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Тут J0 – цилiндричнi функцiї Бесселя першого
роду нульового порядку; β0m =ζ0m/a – радiаль-
нi хвильовi числа; ζ0m – табличнi коренi рiвняння
J ′
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Окрiм того, ρ0 – густина незбуреного середовища,
а ur та uz – компоненти швидкостi середовища
у радiальному та осьовому напрямках вiдповiдно
(вони визначаються зi спiввiдношень (5) роботи [1]
пiсля розв’язання системи рiвнянь (7), (8) вiдносно
функцiї течiї та завихореностi).

Вираз для акустичного тиску pa за локальним
звуженням каналу в областi z>ze є таким:
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(2)

Згенерована на частотi ω акустична енергiя Π(ω)
в областi z>ze має вигляд

Π(ω) =
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У спiввiдношеннях (2) i (3) α0m =ζ0m/a – радiаль-
нi хвильовi числа; k0m=

√

k2
0−α2

0m – осьовi хви-
льовi числа; i=

√
−1 – уявна одиниця; k0 =ω/c0 –
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Рис. 1. Поле завихореностi Ω у перерiзi каналу φ=const в областi z∗>−l/(2D), 0≤r∗≤R/a,
де z∗=(z−l/2)/D, r∗ =r/a при ReD =990 (U =0.22 м/с), S =69 % (δs =4a/9), l = 4.7a

акустичне хвильове число; c0 – швидкiсть звуку в
незбуреному середовищi; ∂2T̃ij/∂yi∂yj i ∂F̃i/∂yi –
образи Фур’є квадрупольних i дипольних джерел
звуку вiдповiдно; ST

ijkl i SF
ik – взаємнi спектри обра-

зiв Фур’є напружень Лайтхiла Tij i компонент при-
кладених до стiнки каналу сил на одиницю площi
Fk; STF

ijk – взаємний спектр образiв Фур’є напру-
жень Лайтхiла Tij i сил Fk; Re [·] означає дiйсну
частину вказаної в дужках комплексної величини.
Окрiм того, передбачається пiдсумовування по iн-
дексах, що повторюються.

2. ЧИСЕЛЬНI РЕЗУЛЬТАТИ

При проведеннi обчислень використовувалися
такi величини геометричних та фiзичних параме-
трiв задачi: ρ0 =1000 або 1050 кг/м3, ν =10−6 або
4·10−6 м2/с, c0 =1500 м/с, a=9 мм, l=(1÷6)a,
U ≤0.44 м/с. Цi значення вiдповiдають фiзiологi-
чним межам змiн вiдповiдних характеристик течiї
кровi, а також значенням, якi використовуються в
експериментах in vitro [4 – 12].

Нижче наводяться i аналiзуються отриманi у цiй
роботi результати розрахункiв характеристик по-
ля течiї i акустичного поля в каналi за локальним
звуженням.

2.1. Поле течiї

2.1.1. Завихоренiсть i швидкiсть

На рис. 1 зображено типове поле завихореностi
Ω у перерiзi каналу φ=const за локальним звуже-
нням. Внаслiдок осесиметричностi задачi (див. [1,
роздiл 2]), розподiл завихореностi в iнших перерi-
зах каналу буде таким самим.

Аналiз поля завихореностi показує, що за ло-
кальним звуженням можна видiлити чотири хара-
ктернi областi течiї:

I – область збуреної течiї безпосередньо за звуже-
нням, в якiй спостерiгаються вiдрив потоку у

виглядi струменя i зворотний рух мiж стру-
менем та стiнкою каналу;

II – область збуреної, але вже приєднаної течiї;

III – область стабiлiзацiї i поступового переходу по-
току до режиму, який був перед звуженням
z<zi (e нiй течiя ще трохи збурена);

IV – область, у якiй збурень потоку вже немає, i
вiн такий, як при z<zi.

Подальший аналiз рис. 1 засвiдчує, що для
вибраних при його побудовi значень чис-
ла Рейнольдса течiї ReD =UD/ν, ступеня
S=(1−d2

min/D2)×100 % i довжини l локаль-
ного звуження:

1) поздовжнiй розмiр LI областi вiдривної течiї
I не перевищує приблизно 2D;

2) довжина LI+II дiлянки найбiльш збуреної зву-
женням течiї I+II досягає приблизно 6.5D;

3) осьовий розмiр LI+II+III усiєї областi збуреної
за звуженням течiї I+II+III (l/2≤z≤ze) до-
рiвнює приблизно 10D.

Тут D=2a i dmin =2(a−δs) – дiаметри каналу та
мiнiмального поперечного перерiзу його звуженої
частини вiдповiдно.

Проведенi для рiзних значень параметрiв задачi
оцiнки довжин LI , LI+II i LI+II+III показують, що
для вибраної форми локального звуження каналу
вони загалом не перевищують

LI < 3D, LI+II < 7D, LI+II+III < 12D. (4)

Цей результат добре узгоджується з наведеними в
роботах [4 – 13] експериментальними оцiнками по-
здовжнiх розмiрiв вiдповiдних областей течiї за
локальними геометричними неоднорiдностями ка-
налiв.

Рис. 2 демонструє осьову змiнюванiсть осере-
дненої швидкостi течiї 〈u〉=〈

√

u2
r+u2

z〉 на осi ка-
налу r=0 при z≥0 (за умови осьової симетрiї тут
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Рис. 2. Осьова змiнюванiсть осередненої швидкостi
течiї 〈u〉 на осi каналу r=0, z≥0 при ReD =1350

(U =0.3 м/с), S = 75 % (δs =0.5a), l=4a

ur(0, z, t)=0, u(0, z, t)=uz(0, z, t) [1]). Для зручно-
стi на графiку вказанi також областi течiї I – IV,
а саму швидкiсть 〈u〉 пронормовано до швидкостi
незбуреного потоку U .

З графiка видно, що у горловинi локального зву-
ження (при z=0) величина 〈u(0, z)〉 досягає макси-
мального значення:

〈u(0, z)〉max = 〈u(0, 0)〉.

Воно визначається iз закону збереження маси на
звуженiй та незвуженiй дiлянках каналу:

∫∫

A(z)

~ud ~A =

∫∫

A0

~u

∣

∣

∣

∣

z≤zi;z≥ze

d ~A.

Наближено

〈u(0, z)〉max ≈ U
A0

Amin
= U

a2

(a − δs)2
, (5)

де A(z)=πr2
s(z) – площа поперечного перерiзу ло-

кального звуження z=const; Amin =π(a−δs)
2 – її

мiнiмальне значення; A0 =πa2 – площа попереч-
ного перерiзу незвуженої дiлянки каналу.

Зi зростанням вiдстанi z вiд горловини звужен-
ня швидкiсть 〈u(0, z)〉 залишається практично не-
змiнною (〈u(0, z)〉≈〈u(0, z)〉max) приблизно до се-
редини областi приєднаної течiї II. Потiм вона по-
чинає поступово зменшуватись i в кiнцi областi II
досягає близько 0.75〈u(0, z)〉max. У зонi стабiлiзацiї
течiї III спостерiгається швидке зменшення осере-
дненої швидкостi 〈u(0, z)〉 зi збiльшенням z i ї ї на-
ближення до швидкостi незбуреного потоку U (у
кiнцi зони III). В областi IV, як i має бути, спосте-
рiгаємо рiвнiсть 〈u(0, z)〉 i U .

z/D
0 4 8 12

P’rms(a,z)

0.5 0<u(0,z)>max
2

10-4

10-3

10-2

10-1

I+II III

Рис. 3. Осьовий розподiл тиску p′

rms на стiнцi каналу
r=a у збуренiй за звуженням течiї при ReD = 1980

(U =0.11 м/с), S=96 % (δs =4a/5), l=4a:
∗ – розрахунок, • – експеримент [8]

Аналогiчною була картина i для iнших значень
параметрiв задачi. Вiдмiннiсть вiдзначалась лише
в розмiрах областей потоку I – III i/або вiдносних
значеннях швидкостi 〈u(0, z)〉/U . Це добре узго-
джується з описаною у статтях [4 – 13] поведiнкою
швидкостi потоку на осi каналу за його локальним
звуженням.

2.1.2. Гiдродинамiчний тиск

На рис. 3 зображено типову осьову змiнюванiсть
середньоквадратичного тиску p′rms =

√

〈(p′)2〉 на
стiнцi каналу r=a у збуренiй за локальним зву-
женням течiї l/2≤z≤ze. Тут p′=p−〈p〉 – пульса-
цiї гiдродинамiчного тиску p навколо його осере-
дненого значення 〈p〉, а сам тиск p дається фор-
мулою (1). Для порiвняння наведено також вiд-
повiднi експериментальнi данi з роботи [8], отри-
манi в жорсткостiннiй прямiй трубi того ж дiа-
метра D за її локальним осесиметричним звуже-
нням тих самих ступеня S i довжини l при одна-
кових значеннях числа Рейнольдса ReD . Обидва
набори даних (розрахункових та експерименталь-
них) пронормованi до динамiчного тиску струме-
ня 0.5ρ0〈u(0, z)〉2max, в якому швидкiсть 〈u(0, z)〉max

знаходилася за формулою (5).
Аналiз рис. 3 засвiдчує непогану узгодженiсть

результатiв розрахунку з даними експерименту як
за якiсними (форма кривих), так i за кiлькiсними
(амплiтуда тиску, положення його максимуму, то-
що) показниками. Так, в областi найбiльш збуре-
ної течiї (I i II) функцiя p′rms(a, z) спочатку швид-
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ко зростає зi збiльшенням вiдстанi вiд локального
звуження z−l/2. Потiм, пiсля досягнення макси-
муму в точцi z−l/2 = Lmax, вiдбувається досить
швидке спадання тиску p′rms(a, z) i поступове його
наближення (в областi стабiлiзацiї течiї III) до мi-
нiмального значення, яке вiдповiдає значенню тис-
ку p′rms(a, z) у незбуренiй течiї перед звуженням
каналу z<zi.

Проведенi оцiнки поведiнки тиску p′rms(a, z) за
звуженнями рiзного ступеня S i/або при рiзних
значеннях числа Рейнольдса ReD показують, що:

• тиск досягає максимуму завжди перед точ-
кою приєднання струменя, при цьому вiдстань
Lmax вiд звуження до точки максимуму тиску
p′rms(a, z) знаходиться у межах (1.28÷2.5)D;

• збiльшення/зменшення S i/або ReD спричи-
няє загальне збiльшення/зменшення локаль-
ної енергiї збуреної звуженням течiї (∼ u2),
а вiдтак загальне зростання/спадання тиску
p′rms(a, z).

Цi ж тенденцiї спостерiгалися в експериментах [4 –
8].

Щодо варiацiй функцiї p′rms(a, z), спричинених
змiною довжини l локального звуження каналу,
то вони зводяться до того, що суттєве (поряд-
ку 50 %) збiльшення/зменшення l (при S≥70 %
i ReD ≥1500) загалом призводить до:

• незначного (порядку 5 %) змiщення точки ма-
ксимуму тиску z−l/2=Lmax вниз/вгору за те-
чiєю;

• зростання/спадання дисипацiї енергiї пото-
ку у звуженнi (через збiльшення/зменшення
там впливу сил в’язкостi), що призводить
до незначного (порядку 5 %) зменшен-
ня/збiльшення амплiтуди тиску p′rms(a, z).

Вивчення кiлькiсної залежностi вiдстанi Lmax

вiд параметрiв задачi проводилося шляхом апро-
ксимацiї даних розрахунку. Як результат, показа-
но, що ця залежнiсть загалом схожа на отриману в
роботi [8] вiдповiдну експериментальну тенденцiю
для Lmax у жорсткостiннiй трубцi:

Lmax

d
≈ α(Red)

0.26(D/d)1.25,

Lmax

D
≈ α(Red)0.26(D/d)0.25

(6)

(тут Red =〈u(0, z)〉maxd/ν – число Рейнольдса
струменя, а швидкiсть 〈u(0, z)〉max дається форму-
лою (5)). Вiдмiннiсть мiж ними полягає у значен-

нях коефiцiєнта α. Так, у серiї експериментiв [8] ве-
личина α була слабозмiнюваною функцiєю довжи-
ни локального звуження трубки, коефiцiєнта калi-
брування вимiрювальної системи, тощо, а її зна-
чення коливалось навколо 0.127. У цьому дослi-
дженнi параметр α також слабо залежить вiд l,
але його величина коливається навколо 0.124. Та-
ка вiдмiннiсть мiж теоретичними та експеримен-
тальними значеннями α пояснюється насамперед
вiдмiннiстю форми локальних звужень (у робо-
тi [8] вона була ступiнчастою, а у цьому дослi-
дженнi – обтiчною). Слiд також враховувати по-
хибки вимiрювання й апроксимацiї даних експе-
рименту/розрахунку.

Отримана аналогiчним чином кiлькiсна оцiнка
для максимального тиску (p′rms(a, z))max у точцi
z−l/2=Lmax також загалом схожа на вiдповiдну
експериментальну оцiнку роботи [8]:

(p′rms(a, z))max

0.5ρ0〈u(0, z)〉2max

D

dmin
≈ K, Red > 8300. (7)

Тут швидкiсть 〈u(0, z)〉max в горловинi локаль-
ного звуження каналу знаходилася за форму-
лою (5). Проте слiд вiдзначити двi вiдмiнно-
стi. По-перше, розрахунковий тиск (p′rms(a, z))max

стає пропорцiйним динамiчному тиску струменя
0.5ρ0〈u(0, z)〉2max i вiдношенню дiаметрiв мiнiмаль-
ної звуженої та незвуженої дiлянок каналу dmin/D,
починаючи з Red≈8300 (замiсть Red≈8500 у [8]).
По-друге, у цьому дослiдженнi коефiцiєнт K, бу-
дучи слабозмiнюваною функцiєю довжини l, коли-
вався навколо значення 0.049, тодi як в роботi [8] –
навколо 0.054. Як i у випадку коефiцiєнта α, така
розбiжнiсть розрахункових та експериментальних
даних пояснюється в основному вiдмiннiстю фор-
ми використаних локальних звужень, а також по-
хибками вимiрювання та апроксимацiї даних екс-
перименту/розрахунку.

2.1.3. Частотний спектр пульсацiй гiдродинамi-
чного тиску

На рис. 4 зображено результати розрахунку ча-
стотного спектра P (r, z; f) пульсацiй гiдродинамi-
чного тиску p′(r, z, t) [2]:

P (r, z; f) = 4πP (r, z; ω) =

=
1

2π

∞
∫

−∞

〈p′(r, z, t)p′(r, z, t + τ )〉eiωτdτ,
(8)

на стiнцi каналу r=a в областях вiдривної I
(рис. 4, а) та приєднаної II (рис. 4, б) за звуженням
течiй. Для порiвняння наведено також вiдповiднi
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Рис. 4. Частотний спектр пульсацiй гiдродинамiчного тиску на стiнцi каналу r=a у точках z−l/2=Lmax (а)
i z−l/2 =4D (б) за локальним звуженням при ReD =1800 (U =0.1 м/с), S =69 % (δs =4a/9), l=2a:

1 – розрахунок, 2 – експеримент [8]

експериментальнi данi з роботи [8], отриманi в тих
самих положеннях на стiнцi жорсткостiнної труби
того ж дiаметра D при однакових ReD, S i l.

Спостерiгається непогана узгодженiсть розрахо-
ваних спектрiв iз вимiряними за формою, рiвня-
ми та локальними особливостями. Окрiм цього, в
обох регiонах течiї спектр P (a, z; f) поля p′ зага-
лом схожий на спектр пульсацiй пристiнного тис-
ку в повнiстю розвиненiй турбулентнiй течiї у тру-
бi [2, 8, 14]. Його область низьких частот визнача-
ється великомасштабними енергонасиченими ви-
хорами (див. рис. 1). Високочастотна ж область
вiдповiдає дрiбномасштабним вихорам, якi пере-
носять незначну частину енергiї течiї. Внаслiдок
цього тут рiвень спектра P (a, z; f) значно нижчий
за його рiвень в областi низьких частот. Вiн швид-
ко спадає з ростом частоти, що вiдповiдає змен-
шенню енергонасиченостi вихорiв зi зменшенням
їх розмiрiв.

Особливiсть дослiджуваного спектра P (a, z; f)
полягає у наявностi низькочастотних максиму-
мiв. Це два максимуми у дiапазонах 32÷58 Гц
i 62÷96 Гц на рис. 4, а i максимум у дiапазонi
36÷78 Гц на рис. 4, б. Проведений, як i у роботi [8],
аналiз структури течiї та розподiлу її енергiї по ви-
хорах за локальним звуженням каналу показує, що
цi максимуми визначаються вiдповiдними велико-
масштабними вихоровими утвореннями в регiонах
вiдривної та приєднаної течiй (див. рис. 1), а їх ча-
стоти – характерними частотами формування цих
утворень.

1. В областi вiдривної течiї I (див. рис. 4, а) – це
вихори масштабiв порядку dmin/2, що рухаю-

ться у струменi зi швидкостями, близькими до
〈u(0, z)〉max, i характеризуються частотами по-
рядку

f
(1)
ch =

2〈u(0, z)〉max

dmin
(9)

та вихори розмiрiв порядку максимальної тов-
щини стiнки локального звуження δs у зо-
нi зворотного руху мiж струменем i стiн-
кою каналу. Вони характеризуються частота-
ми, близькими до

f
(2)
ch =

uc

δs
(10)

(тут uc ∼ 0.45 ÷ 0.6〈u(0, z)〉max – швидкiсть
конвекцiї на зовнiшнiй межi струменя [8 – 10,
15].

2. В областi приєднаної течiї II (див. рис. 4, б) –
це вихоровi структури, розмiр i швидкiсть
руху яких близькi вiдповiдно до D/2 та
〈u(0, z)〉max, а частоти – до

f
(3)
ch =

2〈u(0, z)〉max

D
. (11)

При проведеннi оцiнок частот f
(1)
ch , . . . , f

(3)
ch i спiв-

ставленнi їх з частотами вiдповiдних локаль-
них максимумiв у спектрi P (a, z; f), швидкiсть
〈u(0, z)〉max знаходилася за наближеною форму-
лою (5).

Дослiдження варiацiй у спектрi P (a, z; f), спри-
чинених змiнами ступеня локального звуження ка-
налу S i/або числа Рейнольдса ReD показує, що,
як i в експериментi [8]:
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Рис. 5. Спектр Π(f) акустичної енергiї, згенерованої
збуреною за звуженням течiєю при ReD =1575

(U =0.35 м/с), S =44 % (δs =a/4), l=2a

1) форма спектра практично нечутлива до цих
параметрiв;

2) рiвень спектра загалом зростає/спадає зi
збiльшенням/зменшенням S i(або) ReD;

3) положення локальних максимумiв у спектрi
P (a, z; f) змiнюється при змiнi S i(або) ReD

вiдповiдно до змiн частот (9) – (11).

Пояснення цих ефектiв таке саме, як i в робо-
тi [8]. Перший з них зумовлений незмiннiстю за-
гальної структури течiї та поля пульсацiй пристiн-
ного тиску p′ при змiнi S i(або) ReD. Другий ви-
кликаний вiдповiдним збiльшенням/зменшенням
iнтенсивностi течiї i пульсацiй тиску p′. Третiй же
ефект спричиняється змiною розмiрiв i швидко-
стей руху зазначених вище вихорiв, а вiдтак, вiд-
повiдною змiною характерних частот їх формуван-
ня f

(1)
ch , . . . , f

(3)
ch .

На вiдмiну вiд ступеня локального звуження S,
вплив його довжини l на частотний спектр пульса-
цiй пристiнного тиску P (a, z; f) не такий суттєвий.
Як показують розрахунки:

1) форма спектра P (a, z; f) i положення йо-
го локальних максимумiв в околi частот
f

(1)
ch , . . . , f

(3)
ch практично нечутливi до змiн ве-

личини l;

2) значне (порядку 50 %) збiльшен-
ня/зменшення довжини l (при S≥50 %
та ReD ≥1200) загалом призводить до незна-
чного (кiлька децибел) спадання/зростання
рiвнiв частотного спектра P (a, z; f).

Незмiннiсть форми спектра P (a, z; f) i положень
його локальних максимумiв при змiнi l пояснює-
ться незмiннiстю загальної структури течiї та по-
ля p′, а також швидкостей руху великомасштабних
вихорiв у областях I i II при змiнi поздовжньо-
го розмiру локального звуження каналу. Змен-
шення/збiльшення ж амплiтуди функцiї P (a, z; f)
при збiльшеннi/зменшеннi l спричинене збiльшен-
ням/зменшенням дисипацiї енергiї течiї у звужен-
нi через збiльшення/зменшення там впливу сил
в’язкостi.

2.2. Акустичне поле

На рис. 5 зображено типовi результати розра-
хунку частотного спектра Π(f) акустичної енергiї,
згенерованої збуреною за звуженням течiєю (тут
Π(f)=4πΠ(ω) [2]). Оскiльки у жорсткостiнному
каналi акустична енергiя не спадає зi збiльшен-
ням вiдстанi вiд джерела [1], то аналогiчнi кривi
для Π(f) будуть в усiх перерiзах каналу z=const
(z>ze) для тих же значень параметрiв течiї, кана-
лу i його локального звуження.

Знайдений у рамках дослiджуваної моделi [1,
рис. 1] спектр Π(f) загалом схожий на експе-
риментально визначений спектр акустичної енер-
гiї [9, 10, 16] – вiн загалом спадає зi збiльшенням
частоти i має чiтко вираженi локальнi максимуми.

Аналiз виразу (3) показує, що спадання функ-
цiї Π(f) з частотою зумовлене, головним чином,
вiдповiдною поведiнкою спектрiв гiдродинамiчних
джерел звуку

∂4ST
ijkl

∂yi∂yj∂y′k∂y′l
,

∂2SF
ik

∂yi∂y′k
,

∂3STF
ijk

∂yi∂yj∂y′k
,

а також передаточних функцiй акустичних мод ка-
налу

T0m ∼ 1

ωk0m
. (12)

Локальнi ж максимуми у спектрi акустичної енер-
гiї Π(f) визначаються максимумами вказаних спе-
ктрiв та функцiй. Так, максимуми у дiапазонах
62÷88 Гц, 90÷124 Гц i 126÷160 Гц визначаються
вiдповiдними локальними максимумами спектрiв

∂4ST
ijkl

∂yi∂yj∂y′k∂y′l
,

∂2SF
ik

∂yi∂y′k
,

∂3STF
ijk

∂yi∂yj∂y′k

в околi характерних частот формування велико-
масштабних вихорiв f

(1)
ch , . . . , f

(3)
ch . Решта ж макси-

мумiв спектра акустичної енергiї вiдповiдає макси-
мумам функцiй T0m в околi критичних частот ка-
налу:

ω0m = c0α0m. (13)
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Рис. 6. Схематичне зображення спектрiв гiдродинамiчних джерел звуку в областi I вiдривної (а)
i II приєднаної (б) за локальним звуженням каналу течiй

Тут слiд вiдзначити, що для вибраних значень па-
раметрiв каналу всi частоти f0m =ω0m/(2π), окрiм
першої f01 =1 Гц, вищi за 100 кГц. Тому вiдповiд-
них максимумiв на рис. 5 не видно.

Справдi, виходячи з проведеного у пiдроздiлах
2.1.1 i 2.1.3 аналiзу структури течiї та розподiлу
її енергiї по вихорах за локальним звуженням ка-
налу, доходимо висновку, що спектри гiдродина-
мiчних джерел звуку загалом схожi на частотний
спектр пульсацiй тиску P (r, z; f) (рис. 6). Це озна-
чає, що функцiї

∂4ST
ijkl

∂yi∂yj∂y′k∂y′l
,

∂2SF
ik

∂yi∂y′k
,

∂3STF
ijk

∂yi∂yj∂y′k

спадають з ростом частоти i мають локальнi ма-
ксимуми в околi частот f

(1)
ch i f

(2)
ch (якщо йдеться

про джерела в регiонi вiдривної течiї I) або в околi

частоти f
(3)
ch (якщо джерела розташованi в регiонi

приєднаної течiї II). Передаточнi ж функцiї T0m,
якi характеризують процеси трансформацiї енер-
гiї течiї в акустичну енергiю та проходження зву-
ку в каналi, фактично є низькочастотними фiль-
трами (∼ 1/ω2) i характеризуються максимумами
на частотах ω=ω0m (рис. 7). Iншi члени ряду (3)
або не залежать вiд частоти, або ж (як у випадку
експонент exp[−ik0m(z′0−z0)]) загалом визначають
лише низькоамплiтуднi флуктуацiї функцiї Π(f).
Цим пояснюється вiдображена на рис. 5 поведiнка
спектра акустичної енергiї.

Подальший аналiз спектра Π(f) i спiвставлен-
ня його зi спектром акустичної енергiї, згенеро-
ваної повнiстю розвиненою турбулентною течiєю
у жорсткостiннiй трубi [2, 9, 10, 17] показує, що

|T0m|

om

Рис. 7. Схематичне зображення
передаточної функцiї T0m

для тих же значень параметрiв течiї й механiчної
конструкцiї дослiджуваний спектр Π(f) має ви-
щi рiвнi та додатковi максимуми в околi частот
f

(1)
ch , . . . , f

(3)
ch . Це дає пiдстави говорити про те, що

локальне звуження каналу асоцiюється з двома
основними акустичними ефектами:

1) загальним ростом рiвнiв акустичного спектра
Π(f);

2) генерацiєю в ньому нових частотних компо-
нент, якi визначаються вiдповiдними велико-
масштабними вихорами у збуренiй за звужен-
ням течiї (див. рис. 1).

Такий висновок добре узгоджується з результата-
ми робiт [9,10,18 –20] i є одним iз основних резуль-
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Рис. 8. Спектри акустичної енергiї,
згенерованої збуреною за звуженням течiєю

при ReD =1575 (U =0.35 м/с), l=2a:
1 – S =44 % (δs =a/4), 2 – S =61 % (δs =3a/8)
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Рис. 9. Спектри акустичної енергiї,
згенерованої збуреною за звуженням течiєю

при S =44 % (δs =a/4), l=2a:
1 – ReD =1575 (U =0.35 м/с),
2 – ReD =1800 (U =0.4 м/с)

татiв даного дослiдження.
Рис. 8 демонструє вплив ступеня S локального

звуження каналу на функцiю Π(f). Бачимо, що
збiльшення/зменшення величини S (тобто змен-
шення/збiльшення мiнiмального дiаметра звужен-
ня dmin) призводить до загального росту/спадання
рiвнiв спектра Π(f) та перемiщення його локаль-

них максимумiв у околi частот f
(1)
ch , . . . , f

(3)
ch у новi

положення, якi визначаються новими значеннями
цих частот. Форма ж спектра акустичної енергiї
Π(f) залишається практично нечутливою до змiн
ступеня S. Також нечутливими до цих змiн є i по-
ложення максимумiв функцiї Π(f) в околi крити-
чних частот каналу ω0m.
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Рис. 10. Спектри акустичної енергiї,
згенерованої збуреною за звуженням течiєю

при ReD =1575 (U =0.35 м/с), S =44 % (δs =a/4):
1 – l=2a, 2 – l=4a

Останнiй ефект пояснюється тим, що критичнi
частоти каналу є акустичною характеристикою са-
мого каналу, а вiдтак, вони нечутливi до змiн сту-
пеня його локального звуження. Пояснення ж iн-
ших ефектiв аналогiчне до пояснення особливо-
стей частотного спектра пульсацiй гiдродинамi-
чного тиску P (r, z; f) (див. пiдроздiл 2.1.3).

Якiсно схожi варiацiї у спектрi акустичної енер-
гiї Π(f) спричиняються i змiною значення числа
Рейнольдса ReD (рис. 9):

• змiна значення ReD практично не позначає-
ться на формi спектра Π(f);

• збiльшення/зменшення ReD зумовлює загаль-
не зростання/спадання рiвнiв спектра Π(f);

• змiна значення ReD спричиняє змiну поло-
жень локальних максимумiв функцiї Π(f) в

околi частот f
(1)
ch , . . . , f

(3)
ch вiдповiдно до змiн

значень цих частот;

• положення локальних максимумiв функцiї
Π(f) в околi критичних частот каналу ω0m не-
чутливi до змiн числа ReD.

Цi ефекти пояснюються аналогiчно до щойно опи-
саних ефектiв ступеня S локального звуження ка-
налу.

Вплив довжини l локального звуження кана-
лу на спектр Π(f) представлений на рис. 10. Тут
зображено спектри, згенерованi звуженнями рi-
зної довжини i однакового ступеня при однаково-
му значеннi числа Рейнольдса. Порiвняльний ана-
лiз кривих 1 i 2 показує, що дворазове збiльшен-
ня довжини l загалом викликає незначне (кiлька
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децибел) спадання рiвнiв спектра Π(f). I навпа-
ки, рiвень спектра Π(f) трохи зростає, якщо дов-
жина l удвiчi зменшується. Форма функцiї Π(f)
i положення її локальних максимумiв в околi ха-
рактерних частот формування великомасштабних
вихорiв f

(1)
ch , . . . , f

(3)
ch практично не змiнюються при

змiнi l. Максимуми ж в околi критичних частот ка-
налу ω0m взагалi нечутливi до змiн довжини його
локального звуження.

Останнiй ефект пояснюється тим, що критичнi
частоти каналу становлять акустичну характери-
стику самого каналу, а вiдтак не є чутливими до
змiн довжини його локального звуження. Iншi ха-
рактернi ознаки впливу параметра l спостерiга-
лись i у випадку частотного спектра пульсацiй
гiдродинамiчного тиску P (r, z; f) (див. пiдроздiл
2.1.3) i пояснюються аналогiчно.

Загалом же, вивчення варiацiй спектра акусти-
чної енергiї Π(f) при змiнi параметра l показує,
що змiнюється лише рiвень спектра. При цьому
вiн чутливий тiльки до суттєвих (порядку 50 % i
вище) варiацiй довжини l при значеннях S≥50 %
i ReD≥1200.

ВИСНОВКИ

1. На основi розробленого в роботi [1] методу
розв’язано задачу генерацiї звуку стацiонар-
ною течiєю у нескiнченному прямому жорс-
ткостiнному каналi кругового поперечного пе-
рерiзу з локальним осесиметричним звужен-
ням. Отримано аналiтичнi вирази для розра-
хунку гiдродинамiчних та акустичних хара-
ктеристик течiї.

2. Результати розрахунку цих характеристик
для типових значень параметрiв течiї, кана-
лу й локального звуження добре узгоджую-
ться з вiдповiдними лiтературними даними.
Це дає пiдстави говорити про успiшну апро-
бацiю розробленого методу i можливiсть йо-
го подальшого застосування для розв’язання
вiдповiдних задач механiки i акустики.

3. У рамках розв’язаної задачi:

• показано, що локальне звуження каналу
збурює течiю, спричиняючи рiзке зрос-
тання швидкостi потоку u i пульсацiй
пристiнного тиску p′ у скiнченнiй обла-
стi за ним; у нiй можна видiлити обла-
стi вiдривної (I) та приєднаної (II) течiї,
а також її стабiлiзацiї (III) i поступово-
го переходу до режиму, який iснував пе-
ред звуженням; довжини цих областей не

перевищують значень, якi даються оцiн-
кою (4);

• встановлено якiснi залежностi середньо-
квадратичного тиску p′rms(a, z), часто-
тного спектра P (a, z; f) пульсацiй тиску
p′, а також спектра акустичної енергiї
Π(f) вiд параметрiв течiї, каналу i його
локального звуження;

• отримано кiлькiснi залежностi вiдстанi
Lmax вiд локального звуження каналу до
точки максимуму тиску p′rms(a, z) i зна-
чення тиску p′rms(a, z) у точцi z=Lmax

вiд параметрiв задачi;

• виявлено, що характерними акустични-
ми ознаками наявностi локального зву-
ження у каналi є загальне зростання рiв-
нiв спектра акустичної енергiї Π(f) i ге-
нерацiя у ньому нових частотних ком-
понент (додаткових максимумiв), якi ви-
значаються великомасштабними вихора-
ми в областi найбiльш збуреної звужен-
ням течiї (I+II).

1. Борисюк А. О. Дослiдження поля течiї i аку-
стичного поля у жорсткостiнному каналi круго-
вого поперечного перерiзу з локальним осесиме-
тричним звуженням. Частина 1. Теорiя // Акуст.
вiсн.– 2004.– 7, N 1.– С. 19–29.

2. Blake W. K. Mechanics of flow-induced sound and vi-
bration: in 2 vols.– New York: Academic Press, 1986.–
974 p.

3. Lighthill M. J. On sound generated aerodynamically.
1. General theory // Proc. Roy. Soc. London.– 1952.–
A211.– P. 564–587.

4. Young D. F. Fluid mechanics of arterial stenosis //
J. Biomech. Engng.– 1979.– 101.– P. 157–175.

5. Миролюбов С. Г. Гидродинамика стеноза // Сов-
ремен. пробл. биомех.– 1983.– 1.– С. 73–136.

6. Berger S. A., Jou L-D. Flows in stenotic vessels //
Ann. Rev. Fluid Mech.– 2000.– 32.– P. 347–382.

7. Clark C. The fluid mechanics of aortic stenosis.
1. Theory and steady flow experiments //
J. Biomech.– 1976.– 9.– P. 521–528.

8. Борисюк А. О. Експериментальне дослiдження
пристiнного тиску в трубi за стенозом // Акуст.
вiсн.– 2002.– 5, N 1.– С. 13–21.

9. Борисюк А. А. Моделирование генерации шума
стенозом в сосуде // Акуст. вiсн.– 2000.– 3, N 2.–
С. 3–18.

10. Borisyuk A. O. Experimental study of noise produced
by steady flow through a simulated vascular
stenosis // J. Sound Vib.– 2002.– 256.– P. 475–498.

11. Clark C. Turbulent wall pressure measurements in a
model of aortic stenosis // J. Biomech.– 1977.– 10.–
P. 461–472.

12. Fredberg J. J. Origin and character of vascular
murmurs: Model studies // J. Acoust. Soc. Amer.–
1977.– 61.– P. 1077–1085.

А. О. Борисюк 37



ISSN 1028 -7507 Акустичний вiсник. 2004. Том 7, N 3. С. 28 – 38

13. Tobin R. J., Chang I. D. Wall pressure spectra scali-
ng downstream of stenoses in steady tube flow //
J. Biomech.– 1976.– 9.– P. 633–640.

14. Borisyuk A. O., Grinchenko V. T. Vibration and
noise generation by elastic elements excited by a
turbulent flow // J. Sound Vib.– 1997.– 204.–
P. 213–237.

15. Abdallah S. A., Hwang N. H. C. Arterial stenosis
murmurs: An analysis of flow and pressure fields //
J. Acoust. Soc. Amer.– 1988.– 83, N 1.– P. 318–334.

16. Hardin J. C., Pope D. S. Sound generation by a
stenosis in a pipe // AIAA J.– 1992.– 30.– P. 312–
317.

17. Agarwal N. K. The sound field in fully developed
turbulent pipe flow due to internal flow separation.
Part 1: Wall-pressure fluctuations // J. Sound Vib.–
1994.– 169.– P. 89–109.

18. Borisyuk A. O. Noise field in the human chest due
to turbulent flow in a larger blood vessel // Flow
Turbul. Combust.– 1999.– 61.– P. 269–284.

19. Borisyuk A. O. Modelling of the acoustic properties of
a larger human blood vessel // Акуст. вiсн.– 1998.–
1, N 3.– С. 3–13.

20. Borisyuk A. O. Model study of noise field in the
human chest due to turbulent flow in a larger blood
vessel // J. Fluids Struct.– 2003.– 17.– P. 1095–1110.

ДОДАТОК. УМОВНI ПОЗНАЧЕННЯ

(r, φ, z) – цилiндричнi координати;
a, D – радiус та дiаметр поперечного пере-

рiзу каналу;
l – довжина локального звуження кана-

лу;
rs – функцiя, яка описує геометрiю ло-

кального звуження каналу;
δs – параметр форми локального звужен-

ня каналу;
ρ – густина рiдини;
ρ0 – густина незбуреної рiдини;
µ – динамiчна в’язкiсть рiдини;
ν – кiнематична в’язкiсть рiдини;
U – осереднена осьова швидкiсть течiї;
ReD – число Рейнольдса;
Red – число Рейнольдса струменя;
ui, ur, uz – компоненти швидкостi течiї;
Ui – компоненти швидкостi нестисливої

рiдини;
Tij – напруження Лайтхiла;
p, p′ – гiдродинамiчний тиск i його пульса-

цiї навколо осередненого значення;
pa – акустичнi флуктуацiї тиску;
Ω – завихоренiсть;
zi, z0 – вхiдний та вихiдний перерiзи кон-

трольного об’єму;
c0 – швидкiсть звуку в незбуреному сере-

довищi;
k0 – акустичне хвильове число;
αnm, βnm – радiальнi хвильовi числа;
knm – осьовi хвильовi числа;
Lmax – вiдстань вiд локального звуження ка-

налу до точки максимуму тиску p′rms;
P (r, z; f) – частотний спектр пульсацiй гiдроди-

намiчного тиску;
Π(f) – спектр акустичної енергiї.
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