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Розроблено аналiтично-чисельний метод розв’язування задач генерацiї звуку течiями в каналах з локальними гео-

метричними неоднорiдностями. У рамках запропонованого пiдходу знайденi поля гiдродинамiчних параметрiв ви-
користовуються для опису джерел звуку, а для визначення поля течiї й акустичного поля застосовуються методи
функцiй Грiна i власних функцiй, а також кореляцiйно-спектральний аналiз. Розв’язано задачу генерацiї звуку ста-
цiонарною течiєю в нескiнченному прямому жорсткостiнному каналi кругового поперечного перерiзу з локальним
осесиметричним звуженням. Отримано аналiтичнi вирази для розрахунку гiдродинамiчних i акустичних характе-

ристик течiї.

Разработан аналитически-численный метод решения задач генерации звука течениями в каналах с локальными
геометрическими неоднородностями. В рамках предложенного подхода найденные поля гидродинамических пара-

метров используются для описания источников звука, а для определения поля течения и акустического поля при-
меняются методы функций Грина и собственных функций, а также корреляционно-спектральный анализ. Решена
задача генерации звука стационарным течением в бесконечном прямом жесткостенном канале кругового попереч-
ного сечения с локальным осесимметричным сужением. Получены аналитические выражения для расчета гидроди-
намических и акустических характеристик течения.

The analytical and numerical method is developed for solving the problems of noise generation by flows in channels with
local geometrical inhomogeneities. Within the limits of proposed approach the obtained fields of hydrodynamic parameters
are used to describe the noise sources, and the Green’s function technique and the eigen-function method, as well as the

correlation and spectral analysis are used to determine the the flow and acoustic fields. The problem of noise generation
by steady flow in an infinite straight rigid channel with circular cross-section and local axisymmetric narrowing is solved.
The analytical expressions for hydrodynamic and acoustic characteristics of the flow are obtained.

ВСТУП

Дослiдження течiй в каналах рiзних геометрiй
є актуальною задачею в автомобiле- та лiтакобу-
дуваннi, нафтогазовiй промисловостi, архiтектурi,
медицинi, тощо. Значний iнтерес тут становлять
збурення течiй i поява акустичних ефектiв у мi-
сцях локальних неоднорiдностей каналiв, таких як
налипання на стiнках, зварювальнi шви, стенози.
Пояснюється вiн тим, що генероване вторинне аку-
стичне поле мiстить данi про параметри каналу й
середовища у зонi виникнення шумiв, а отже iснує
можливiсть створення неiнвазивних методiв зна-
ходження неоднорiдностей на основi аналiзу зву-
кового поля [1 – 4].

Розробка згаданих методiв може проводитись за
наявностi теорiй, якi, адекватно описуючи механi-
зми генерацiї та проходження звуку вiд джерела
до приймача, встановлювали б кiлькiсний зв’язок
мiж характеристиками акустичного поля й пара-
метрами каналу i течiї в ньому. В свою чергу, ство-
рення таких теорiй передбачає iснування достовiр-

ної iнформацiї про структуру i властивостi гiдро-
динамiчних i акустичних полiв у каналах з локаль-
ними неоднорiдностями, а також про фактори, що
їх визначають [2, 3, 5 –8].

Як показує аналiз наукової лiтератури, вивчен-
ню гiдродинамiчних полiв за неоднорiдностями у
виглядi звужень рiзних форм, а також згенеро-
ваних збуреною течiєю акустичних полiв у кана-
лах придiлялася значна увага. Зокрема, дослiд-
ження гiдродинамiчних полiв виявили iснування
областей збуреної за звуженням течiї та її стабiлi-
зацiї i переходу до стану, який iснував перед зву-
женням [2 –8]. На початку ж регiону збурення, як
правило, спостерiгається вiдрив потоку у виглядi
струменя i зворотний рух (мiж струменем i стiн-
кою каналу). Швидкiсть течiї на осi каналу в зо-
нi збурення залишається практично такою, як i у
звуженнi [2, 3, 6, 9, 10]. Поле ж пульсацiй тиску в
цiй зонi характеризується рiзким зростанням ам-
плiтуд. При цьому максимального значення пуль-
сацiї тиску досягають перед точкою приєднання
струменя [2 – 6, 9 – 11]. Iснують також наближенi
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Рис. 1. Геометрiя задачi

оцiнки для розмiрiв областей вiдривної та збуре-
ної течiй, вiдстанi вiд локального звуження каналу
до точки максимуму пульсацiй пристiнного тиску
i значення тиску в цiй точцi [6, 9 – 11].

Вивчення спектральних характеристик полiв
пульсацiй швидкостi й тиску [2,3,6,9 –13] дозволи-
ло отримати загальний вигляд цих характеристик
i з’ясувати якiсну залежнiсть їхнiх рiвнiв вiд чис-
ла Рейнольдса течiї, ступеня i довжини геометри-
чної неоднорiдностi каналу. Крiм цього, у часто-
тних спектрах було виявлено локальнi максимуми
i встановлено їхнiй зв’язок iз вихоровими утворе-
ннями у збуренiй за неоднорiднiстю течiї.

Дослiдження акустичних полiв, створених те-
чiями у каналах з локальними змiнами геоме-
трiї [2, 3, 7, 8, 14 – 18], дали можливiсть встанови-
ти залежнiсть рiвнiв акустичного поля вiд пара-
метрiв течiї, каналу i звуження, а також пов’язати
локальнi особливостi спектральних кривих (нахил
i максимуми) з вихоровими структурами у збуре-
нiй течiї. Важливим досягненням стало виявлення
характерних акустичних ознак наявностi локаль-
ного звуження у каналi [7, 8].

Було також розроблено теорiю генерацiї звуку
обмеженою областю збуреної течiї у нескiнченно-
му прямому жорсткостiнному каналi [19 – 21], яка
встановлює кiлькiсний зв’язок мiж характеристи-
ками акустичного поля та параметрами каналу й
потоку. В цiй теорiї збурена течiя моделюється
розподiленими у зайнятiй нею областi об’ємними
квадруполями. Також враховується вплив стiнки
каналу, яка спричиняє появу поверхневих диполiв.
При цьому розглядаються випадки рiвномiрного й
нерiвномiрного розподiлу джерел, а їхнi характе-

ристики вважаються вiдомими.
Проведений огляд наукової лiтератури засвiд-

чує, що, будучи взаємозв’язаними, гiдродинамiчнi
й акустичнi поля у каналах з локальними змiнами
геометрiї вивчались практично незалежно одне вiд
одного. Робiт, в яких цi поля дослiджуються ра-
зом, дуже мало (див., наприклад, [22]), а отриманi
у них данi малоiнформативнi. З огляду на це, ви-
никає потреба розроблення пiдходiв до спiльного
вивчення вказаних полiв з метою отримання повнi-
шої i достовiрнiшої iнформацiї про їхню структуру
i властивостi.

Один з можливих пiдходiв розробляється в цьо-
му дослiдженнi на прикладi зв’язаної задачi гене-
рацiї звуку течiєю у нескiнченному прямому жорс-
ткостiнному каналi з локальним осесиметричним
звуженням. Тут знайденi поля гiдродинамiчних
параметрiв використовуються для опису джерел
звуку, а для знаходження поля течiї та акусти-
чного поля застосовуються методи функцiй Грiна
i власних функцiй, а також методи кореляцiйно-
спектрального аналiзу. Отриманi при цьому ре-
зультати добре узгоджуються з вiдомими лiтера-
турними даними.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглядається нескiнченний прямий жорстко-
стiнний канал кругового поперечного перерiзу ра-
дiуса a (рис. 1) з локальним осесиметричним
звуженням довжини l, яке описується функцiєю
rs(z)=a−δs cos(πz/l) (δs <a, −l/2<z<l/2). У ка-
налi з осередненою осьовою швидкiстю U тече рi-
дина, яка має густину ρ i в’язкiсть ν . Течiя хара-
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ктеризується малим числом Маха M �1. Звужен-
ня збурює течiю, i вона створює в каналi акусти-
чне поле. Необхiдно дослiдити поле збуреної течiї
й акустичне поле, а також встановити зв’язок мiж
їхнiми характеристиками та параметрами звужен-
ня, каналу й незбуреного потоку.

Згiдно з класичною теорiєю Лайтхiла [18, 23],
можна без втрати загальностi вважати, що:

• в’язкiсть рiдини вiдiграє суттєву роль лише в
областi збуреної течiї;

• згенерований звук поширюється в iдеальному
стисливому середовищi.

За цих умов сформульовану задачу можна роз-
бити на гiдродинамiчну й акустичну частини, якi
зв’язанi мiж собою через гiдродинамiчнi джерела
звуку [18, 23].

1.1. Гiдродинамiчна частина задачi

Рух рiдини у каналi описується рiвняннями не-
розривностi [24]:

∂ρ

∂t
+

∂(ρui)

∂yi
= 0 (1)

i кiлькостi руху:

∂

∂t
(ρui) +

∂

∂yi
(ρuiuj + pij) = 0, (2)

де ~u = (u1, u2, u3) – вектор швидкостi рiдини; pij –
тензор напружень, який визначається спiввiдно-
шеннями

pij = pδij + τij = pδij − µ

[

∂ui

∂yj
+

∂uj

∂yi
− 2

3

∂uk

∂yk
δij

]

;

τij =
2

3
µεkkδij − 2µεij;

εij =
1

2

(

∂ui/∂yj + ∂uj/∂yi

)

.

Тут τij – тензор дотичних напружень; εij – тен-
зор швидкостей деформацiї; p – тиск; µ – динамi-
чна в’язкiсть рiдини; δij – символ Кронекера. Крiм
цього, тут i далi передбачається сумування по iн-
дексах, що повторюються.

Граничними умовами для системи рiв-
нянь (1), (2) є наявнiсть параболiчного профiлю
швидкостi перед i за областю збуреної звуженням
течiї [24 –26], а також рiвнiсть нулевi швидкостi
течiї ~u на стiнцi каналу. Початковi ж умови
полягають у вiдсутностi руху рiдини в момент
часу t=0.

1.2. Акустична частина задачi

Акустичне поле в каналi описується рiвнянням
Лайтхiла [18, 20, 21, 23, 27], у якому права части-
на мiстить як об’ємнi квадрупольнi (∂2Tij/∂yi∂yj),
так i зумовленi наявнiстю стiнки поверхневi ди-
польнi (∂Fi/∂yi) гiдродинамiчнi джерела:

∂2ρa

∂t2
− c2

0∇2ρa =
∂2Tij

∂yi∂yj
+

∂Fi

∂yi
. (3)

Граничними умовами є рiвнiсть нулевi нормаль-
ної компоненти акустичної швидкостi ∂pa/∂~n на
стiнцi каналу й умова випромiнювання у нескiн-
ченнiсть. Початкову умову для рiвняння (3) скла-
дає вiдсутнiсть акустичного випромiнювання в мо-
мент часу t=0.

У рiвняннi (3) i умовах для нього ρa i pa – аку-
стичнi флуктуацiї густини й тиску [19 – 22], якi
зв’язанi спiввiдношенням

pa = c2
0ρa. (4)

Окрiм того, c0 – швидкiсть звуку в незбуреному
середовищi; Tij ≈ρuiuj i Fi =nj(τij+pδij ) – напру-
ження Лайтхiла та i-та компонента прикладених
до стiнки каналу сил на одиницю площi (Tij i Fi

зникають за межами об’єму збуреної звуженням
течiї та поверхнi, яка його обмежує, вiдповiдно);
nj – j-та компонента зовнiшньої нормалi ~n до стiн-
ки каналу.

2. ПОЛЕ ТЕЧIЇ I АКУСТИЧНЕ ПОЛЕ

Вiдповiдно до сформульованих у попередньому
роздiлi початково-граничних задач, процес розв’я-
зування розбивається на двi частини. Спочатку
визначається поле гiдродинамiчних параметрiв в
областi збуреної звуженням течiї. Потiм воно
використовується для описання гiдродинамiчних
джерел звуку при знаходженнi акустичного поля в
каналi. Для розв’язування задачi вибирається ци-
лiндрична система координат (r, φ, z) (див. рис. 1).

2.1. Поле течiї в каналi

При знаходженнi параметрiв течiї вважається,
що вона осесиметрична:

∂

∂φ
= 0, uφ = 0.

Зазначене твердження грунтується на результа-
тах експериментальних дослiджень [2 –6,9], в яких
показано, що течiю у трубi за осесиметричними
звуженнями рiзних форм можна у першому на-
ближеннi вважати осесиметричною. Можлива ж
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Рис. 2. Деталiзацiя геометрiї задачi

асиметрiя течiї у скiнченнiй областi безпосередньо
за звуженням несуттєва для трактування резуль-
татiв даної роботи. Це пояснюється тим, що не-
осесиметричнiсть течiї в дослiджуваному регiонi
формується дрiбномасштабними вихоровими стру-
ктурами, якi характеризуються малою енергона-
сиченiстю та високими частотами. Iнформацiя про
них вiдображена у високочастотнiй областi спе-
ктрiв пульсацiй пристiнного тиску й акустичної
енергiї, в якiй, зазвичай, домiнує навколишнiй
шум [6 – 8, 17], а отже нiякої корисної iнформацiї
про течiю (зокрема, про її можливе вiдхилення вiд
осесиметричностi) знайти практично неможливо.

Окрiм того, рiдина вважається нестисливою:
ρ=ρ0 (тут ρ0 – густина незбуреного середовища).
Це припущення зумовлене малим значенням чис-
ла Маха.

2.1.1. Поле швидкостi

Система рiвнянь (1), (2) розв’язується через вве-
дення функцiї течiї Ψ(r, z, t):

ur =
1

r

∂Ψ

∂z
, uz = −1

r

∂Ψ

∂r
(5)

i завихореностi ~Ω(r, z, t) = rot(~u), яка у випадку
осесиметричної течiї має лише одну компоненту:

~Ω = ~τ

(

∂ur

∂z
− ∂uz

∂r

)

, (6)

де ~τ – вектор дотичної до стiнки в окружному на-
прямку. Тодi, з урахуванням формули (5), рiвня-
ння нерозривностi (1) задовольняється тотожно, а
спiввiдношення (2) i (6) дають систему зв’язаних

диференцiйних рiвнянь вiдносно функцiй Ψ(r, z, t)
i Ω(r, z, t) [22, 28]:

∇2
(r,z)Ψ − 2

r

∂Ψ

∂r
= rΩ, (7)

∂Ω

∂t
+

∂(urΩ)

∂r
+

∂(uzΩ)

∂z
= ν

(

∇2
(r,z)Ω − Ω

r2

)

, (8)

де

∇2
(r,z) =

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂z2
—

оператор Лапласа осесиметричної задачi [29], а
ν =µ/ρ0.

Система рiвнянь (7), (8) розв’язується чисельно
по часу в контрольному об’ємi V0 (рис. 2):

zi ≤ z ≤ ze, 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ R(z),

R(z) =







rs(z), |z| < l/2,

a, |z| ≥ l/2,

який спiвпадає з областю збуреної звуженням те-
чiї. Його вхiдний перерiз z=zi вибирається перед
звуженням, де течiя ще не збурена, а вихiдний
z=ze – за звуженням, де течiя вже не збурена
(тобто там, де збурення практично зникає, i течiя
стає такою, якою була перед входом у контрольний
об’єм).

Початковими умовами для системи рiв-
нянь (7), (8) є вiдсутнiсть течiї i завихореностi в
момент часу t=0:

Ψ|t=0 = 0, Ω|t=0 = 0. (9)
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Наявнiсть параболiчного профiлю швидкостi на
входi z = zi i виходi z = ze контрольного об’є-
му [24 – 26],

ur|z=zi,ze
= 0,

uz|z=zi,ze
= 2U

(

1 − r2

a2

)

,
(10)

дає такi граничнi умови для функцiй Ψ i Ω:

Ψ|z=zi,ze
= Ur2

(

r2

2a2
− 1

)

,

Ω|z=zi,ze
=

4Ur

a2
.

(11)

Вiдсутнiсть швидкостi течiї на стiнцi каналу

ur ~er + uz~ez = un~n + uτ~τ = ~u|r=R(z) = 0 (12)

накладає iншi граничнi умови на Ψ та Ω. Так, з
рiвностi нулевi нормальної компоненти швидко-
стi un на основi першого спiввiдношення у фор-
мулах (5) випливає постiйнiсть функцiї Ψ(r, z, t)
уздовж стiнки каналу:

Ψ|r=R(z) = const.

Звiдси, з урахуванням виразiв (11), отримуємо:

Ψ|r=R(z) = Ψ|r=a = −Ua2

2
. (13)

Вiдсутнiсть тангенцiйної компоненти швидкостi
рiдини uτ спричиняє рiвнiсть нулевi нормаль-
ної похiдної першого порядку та змiшаної похi-
дної другого порядку вiд функцiї Ψ(r, z, t) при
r=R(z) [28]:

∂Ψ

∂r

∣

∣

∣

∣

r=R(z)

= 0,
∂2Ψ

∂r∂z

∣

∣

∣

∣

r=R(z)

= 0.

Цi умови разом з рiвнянням (7) дають значення
завихореностi на стiнцi каналу:

Ω|r=R(z) =
1

r

∂2Ψ

∂n2
. (14)

На осi ж каналу з умови симетрiї отримуємо

Ψ|r=0 = const, Ω|r=0 = const,

звiдки, з урахуванням спiввiдношень (11), випли-
ває

Ψ|r=0 = 0, Ω|r=0 = 0. (15)

2.1.2. Гiдродинамiчний тиск p

Знайдене у пiдроздiлi 2.1.1 поле швидкостей ur

i uz (воно визначається зi спiввiдношень (5) пiсля
розв’язання системи (7), (8)) дозволяє знайти по-
ле гiдродинамiчного тиску p(r, z, t) у збуренiй за
звуженням течiї:

l/2 ≤ z ≤ ze, 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ a

(див. рис. 2; вибiр областi l/2≤z≤ze замiсть кон-
трольного об’єму zi≤z≤ze буде обгрунтовано у
роздiлi 2.2 при знаходженнi акустичного поля у
каналi). Для цього рiвняння кiлькостi руху (2) пе-
репишемо у виглядi рiвняння Пуассона:

∇2
(r,z)p(r, z, t) = −s(r, z, t), (16)

в якому права частина має вигляд

s(r, z, t) =
ρ0

r

[

∂2(ru2
r)

∂r2
+ 2

∂2(ruruz)

∂r∂z
+

∂2(ru2
z)

∂z2

]

.

Iншi манiпуляцiї зi спiввiдношенням (2) дають
граничну умову для рiвняння (16):

∂p

∂r

∣

∣

∣

∣

= ρ0

[

ν∇2
(r,z)ur −

∂ur

∂t

]

,

r = a, l/2 ≤ z ≤ ze.

(17)

Далi задача (16), (17) розв’язується методом
функцiй Грiна [13, 22, 27, 29], згiдно з яким тиск
p(r, z, t) записується у виглядi суми об’ємного i по-
верхневого iнтегралiв:

p(r, z, t) =

=

∫∫∫

V0

Gp(r, φ, z; r0, φ0, z0)s(r0, z0, t)dV0+

+

∫∫

S0

Gp(r, φ, z; a, φ0, z0)
∂p(a, z0, t)

∂r0
dS0,

dV0 = r0dr0dφ0dz0, dS0 = adφ0dz0.

(18)

Тут V0 – область збуреної за звуженням течiї
(0≤r0≤a, 0≤φ0≤2π, l/2≤z0≤ze); S0 – поверхня,
що її оточує (див. рис. 2); Gp(r, φ, z; r0, φ0, z0) –
функцiя Грiна, яка задовольняє рiвняння

∇2Gp = −1

r
δ(r − r0)δ(φ − φ0)δ(z − z0) (19)

i умову
∂Gp

∂r
= 0 (20)

на поверхнi каналу. Окрiм цього, у форму-
лах (18), (19): δ(·) – дельта-функцiя Дiрака;
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(r0, φ0, z0)∈V0 – точка, в якiй знаходиться одини-
чне джерело; ∇2 – оператор Лапласа в цилiндри-
чнiй системi координат [29]:

∇2 =
1

r

∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

+
1

r2

∂2

∂φ2
+

∂2

∂z2
.

Спiввiдношення (18) встановлює кiлькiсний
зв’язок мiж кiнематичними (компоненти швидко-
стi ur i uz) та динамiчними (тиск p) параметра-
ми потоку в областi збуреної за звуженням течiї.
Єдиним невiдомим тут поки залишається функцiя
Грiна Gp. Вона буде побудована у наступному пiд-
роздiлi.

2.1.3. Функцiя Грiна Gp

Шукана функцiя Грiна Gp будується шляхом
розкладу її в ряд по власних функцiях каналу
Φnm(r, φ) = Jn(βnmr) cos(nφ):

Gp =

∞
∑

n=0

∞
∑

m=1

GnmΦnm(r, φ) =

=

∞
∑

n=0

∞
∑

m=1

GnmJn(βnmr) cos(nφ),

(21)

де Jn – цилiндричнi функцiї Бесселя першого роду
порядку n; βnm = ζnm/a – радiальнi хвильовi чис-
ла; ζnm – коренi рiвняння J ′

n(ζnm)=0, m=1, 2, . . .
Пiдстановка ряду (21) у рiвняння (19) i граничну

умову (20), а також урахування ортогональностi
власних функцiй Φnm(r, φ),

a
∫

0

2π
∫

0

Φnm(r, φ)Φsq(r, φ)rdrdφ =

=

{ ‖Φnm‖2, (n, m) = (s, q),

0, (n, m) 6= (s, q),

дозволяє знайти невiдомi коефiцiєнти Gnm у спiв-
вiдношеннi (21). Пiсля цього функцiя Грiна Gp рiв-
няння Пуассона для нескiнченного прямого жорс-
ткостiнного каналу кругового поперечного перерi-
зу набуває вигляду

Gp(r, φ, z; r0, φ0, z0) =

=
1

2

∞
∑

n=0

∞
∑

m=1

Φnm(r0, φ0)

‖Φnm‖2
Φnm(r, φ)×

×e−βnm|z−z0|

βnm
,

(22)

де квадрат норми власної функцiї каналу ‖Φnm‖2

дається виразом

‖Φnm‖2 =

a
∫

0

2π
∫

0

Φ2
nm(r, φ)rdrdφ =

=











πa2J2
0 (β0ma), n = 0,

πa2

2
J2

n(βnma)[1 − (n2/(β2
nma2))], n ≥ 1.

Коментуючи вираз (22), вiдзначимо, що отрима-
на функцiя Грiна Gp є симетричною вiдносно пло-
щини розташування джерела z=z0 . Така симетрiя
є наслiдком спрощення геометрiї областi, в якiй
шукається розв’язок граничної задачi (16), (17).
Доречно нагадати, що у пiдроздiлi 2.1.2 контроль-
ний об’єм досить складної геометрiї

0 ≤ r ≤ R(z), 0 ≤ φ ≤ 2π, zi ≤ z ≤ ze

було замiнено цилiндром

0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ φ ≤ 2π, l/2 ≤ z ≤ ze,

поздовжнiй розмiр i об’єм якого трохи меншi за
вiдповiднi характеристики контрольного об’єму.

Зрозумiло, що знаходження розв’язку зада-
чi (16), (17) у складнiшому за геометрiєю кон-
трольному об’ємi привело б до ускладнення вира-
зу для функцiї Gp (зокрема, до втрати симетрiї).

Проте, побудова функцiї Грiна G
(1)
p для такої гео-

метрiї є досить складною проблемою. Окрiм того,
отриманий для функцiї G

(1)
p гiдродинамiчний тиск

p(1)(r, z, t) мало вiдрiзнятиметься в регiонi

0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ φ ≤ 2π, l/2 ≤ z ≤ ze

вiд тиску p(r, z, t), який буде отримано на основi
виразу (22). Те ж саме стосується вiдповiдних оцi-

нок акустичних полiв p
(1)
a i pa. Тому логiчнiшим

i реалiстичнiшим виглядає шлях прийняття фiзи-
чно допустимих спрощувальних припущень (див.
початок пiдроздiлiв 2.1.2 та 2.2) i подальше засто-
сування виразу (22) для знаходження поля гiдро-
динамiчного тиску p(r, z, t) в окремих областях ка-
налу (таких, як регiон збуреної за звуженням течiї
V0).

2.1.4. Вираз для гiдродинамiчного тиску p

Пiдстановка спiввiдношення (22) у формулу (18)
з урахуванням того, що iнтеграл вiд азимутальної
частини функцiї Gp вiдмiнний вiд нуля лише у ви-
падку n=0:

2π
∫

0

cos(nφ0)dφ0 =

{

2π, n = 0,

0, n ≥ 1,
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дає остаточний вираз для тиску p(r, z, t) в об’ємi
V0 збуреної за звуженням течiї:

p(r, z, t) =
1

a2

∞
∑

m=1

J0(β0mr)

J2
0 (β0ma)

1

β0m
×

×
[

ze
∫

l/2

e−β0m|z−z0|dz0

a
∫

0

J0(β0mr0)×

×s(r0, z0, t)r0dr0 + aJ0(β0ma)×

×
ze

∫

l/2

∂p(r0, z0, t)

∂r0

∣

∣

∣

∣

r0=a

e−β0m|z−z0|dz0

]

.

(23)

Тут величини s i ∂p/∂r0 даються формулами (16)
i (17) вiдповiдно.

Спiввiдношення (23) надалi використовуватиме-
мо при проведеннi вiдповiдних розрахункiв як ба-
зове. Воно виражає гiдродинамiчний тиск p(r, z, t)
через компоненти швидкостi потоку ur i uz, а та-
кож вiдображає iнформацiю про геометрiю кана-
лу, локального звуження, областi збуреної за зву-
женням течiї i структуру течiї в цьому регiонi.

2.2. Акустичне поле в каналi

При знаходженнi акустичного поля в каналi
приймається кiлька спрощувальних припущень.

1. Поле вважається осесиметричним. Це зумов-
лено осесиметричнiстю поля гiдродинамiчних
джерел звуку (див. роздiл 2.1) i результатами
експериментальних дослiджень [7, 8], в яких
показано, що акустичне поле, створене течiєю
в трубi за осесиметричним звуженням, можна
у першому наближеннi вважати осесиметри-
чним (останнє твердження справедливе, при-
наймнi, для чисел Рейнольдса течiї, якi не пе-
ревищують значення 8000).

2. Вплив звуження на звукове поле частково
нехтується. До уваги беруться лише най-
iнтенсивнiшi гiдродинамiчнi джерела звуку,
якi розташованi за звуженням (l/2≤z≤ze),
i займають значно бiльший/бiльшу об’-
єм/площу у порiвняннi зi значно слабшими
джерелами, розташованими перед звуженням
(zi≤z≤−l/2) i в ньому (−l/2<z<l/2) [14, 15,
22]. При цьому не розглядається вiдбиття зву-
ку вiд звуження i проходження звуку крiзь
нього вгору за течiєю. Iншими словами, зву-
ження замiнюється розподiленими в скiнчен-
ному об’ємi

0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ φ ≤ 2π, l/2 ≤ z ≤ ze

гiдродинамiчними джерелами, а розв’язок
акустичної частини задачi зводиться до ви-
значення згенерованого ними звукового поля
в областi z>ze (див. рис. 2).

3. Для розглянутого тут випадку малих чисел
Маха, гiдродинамiчнi джерела звуку апрокси-
муються параметрами нестисливої рiдини [18,
23]:

Tij ≈ ρ0UiUj ,

Fi ≈ nj

(

Pδij − µ

(

∂Ui

∂yj
+

∂Uj

∂yi

))

,

(24)

де (U1, U2, U3)=(ur, uφ, uz) i P =p(r, z, t) – зна-
йденi в роздiлi 2.1 компоненти швидкостi i
тиск (U2 =uφ =0).

Загальний розв’язок задачi про генерацiю зву-
ку обмеженою областю збуреної течiї у нескiн-
ченному прямому жорсткостiнному каналi круго-
вого поперечного перерiзу було отримано в робо-
тах [20, 21]. Застосуємо його до нашого випадку.

2.2.1. Акустичнi густина i тиск

Сформульована у роздiлi 1.2 акустична частина
задачi розв’язується методом функцiй Грiна [20,
21, 27, 29]. Для цього права частина рiвняння (3)
формально переписується у виглядi суми об’ємних
джерел:

∂2Tij(r0, z0, t0)

∂yi∂yj
+

∂Fi(a, z0, t0)

∂yi
=

=
∂2Tij(r0, z0, t0)

∂yi∂yj
+

∂Fi(r0, z0, t0)

∂yi
×

×δ(r0 − a),

(25)

якi в цилiндричнiй системi координат мають такий
вигляд [21, 30]:

∂2Tij

∂yi∂yj
= ρ0

(

∂2u2
r

∂r2
0

+
∂2u2

z

∂z2
0

+ 2
∂2(uruz)

∂r0∂z0

)

,

∂Fi

∂yi
=

1

r0

∂(r0Fr)

∂r0
+

∂Fz

∂z0
.

Тодi акустичнi флуктуацiї густини ρa в областi
z>ze визначаються сумою внескiв джерел (25) в
об’ємi V0 збуреної за звуженням течiї i флуктуа-
цiй густини ρa на поверхнi S0, яка цей об’єм ото-
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чує [21, 27, 29]:

ρa(r, z, t) =

∞
∫

0

dt0

∫∫∫

V0

(

∂2Tij(r0, z0, t0)

∂yi∂yj
+

+
∂Fi(r0, z0, t0)

∂yi
δ(r0 − a)

)

×

×G(r, φ, z, t; r0, φ0, z0, t0)dV0+

+c2
0

∞
∫

0

dt0

∫ ∫

S0

(

G(r, φ, z, t; a, φ0, z0, t0)×

×∂ρa(a, z0, t0)

∂r0
− ρa(a, z0, t0)×

×∂G(r, φ, z, t; a, φ0, z0, t0)

∂r0

)

dS0,

dV0 = r0dr0dφ0dz0, dS0 = adφ0dz0.

(26)

У формулi (26) G(r, φ, z, t; r0, φ0, z0, t0) – функцiя
Грiна, яка задовольняє неоднорiдне хвильове рiв-
няння

∂2G

∂t2
− c2

0∇2G =

= −1

r
δ(r − r0)δ(φ − φ0)δ(z − z0)δ(t − t0),

граничну умову на стiнцi каналу

∂G

∂r

∣

∣

∣

∣

r=a

= 0

та умову випромiнювання в нескiнченнiсть. Вона
має вигляд [20, 21]

G(r, φ, z, t; r0, φ0, z0, t0) = − i

4πc2
0

×

×
∞

∑

n=0

∞
∑

m=1

Ψnm(r0, φ0)

‖Ψnm‖2
Ψnm(r, φ)×

×
∞

∫

−∞

eiknm(z−z0)

knm
e−iω(t−t0)dω,

(27)

де Ψnm(r, φ)=Jn(αnmr) cos(nφ) – акустичнi мо-
ди каналу; αnm=ζnm/a – радiальнi хвильовi чис-
ла; ζnm – табличнi коренi рiвняння J ′

n(ζnm)=0
(m=1, 2, . . .); knm =

√

k2
0−α2

nm – осьовi хвильовi
числа; i=

√
−1 – уявна одиниця; ω – кругова часто-

та; k0 =ω/c0 – акустичне хвильове число. Квадрат

норми моди ‖Ψnm‖2 задається виразом

‖Ψnm‖2 =

a
∫

0

2π
∫

0

Ψ2
nm(r, φ)rdrdφ =

=











πa2J2
0 (α0ma), n = 0,

πa2

2
J2

n(αnma)[1 − (n2/(α2
nma2))], n ≥ 1.

Внаслiдок рiвностi нулевi нормальних похiдних
густини ρa (див. роздiл 1.2) i функцiї Грiна G на
стiнцi каналу, поверхневий iнтеграл у спiввiдно-
шеннi (26) зникає, i воно набуває вигляду

ρa(r, z, t) =

∞
∫

0

dt0

∫∫∫

V0

(

∂2Tij(r0, z0, t0)

∂yi∂yj
+

+
∂Fi(r0, z0, t0)

∂yi
δ(r0 − a)

)

×

×G(r, φ, z, t; r0, φ0, z0, t0)dV0.

Переходячи у другому доданку, який визначає
внесок поверхневих диполiв, вiд об’ємного iнтегра-
лу до поверхневого, отримуємо загальний вираз
для акустичних флуктуацiй густини в каналi:

ρa(r, z, t) =

∞
∫

0

dt0

∫∫∫

V0

∂2Tij(r0, z0, t0)

∂yi∂yj
×

×G(r, φ, z, t; r0, φ0, z0, t0)dV0+

+

∞
∫

0

dt0

∫∫

S0

∂Fi(a, z0, t0)

∂yi
×

×G(r, φ, z, t; a, φ0, z0, t0)dS0.

(28)

Тодi пiдстановка функцiї Грiна (27) у форму-
лу (28), а формули (28) – у спiввiдношення (4) дає
вираз для акустичного тиску в каналi pa:

pa(r, z, t) =

∞
∫

−∞

p̃a(r, z, ω)e−iωtdω =

= − i

a2

∞
∑

m=1

J0(α0mr)

J2
0 (α0ma)

∞
∫

−∞

dω

[

e−iωt 1

k0m
×

×
[

ze
∫

l/2

eik0m(z−z0)dz0

a
∫

0

∂2T̃ij(r0, z0, ω)

∂yi∂yj
×

×J0(α0mr0)r0dr0 + aJ0(α0ma)×

×
ze

∫

l/2

∂F̃i(a, z0, ω)

∂yi
eik0m(z−z0)dz0

]]

,

(29)
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де ∂2T̃ij/∂yi∂yj i ∂F̃i/∂yi – образи Фур’є квадру-
польних i дипольних джерел звуку (як i у пiдроз-
дiлi 2.1.3, було враховано, що iнтеграл вiд ази-
мутальної частини функцiї Грiна G буде вiдмiн-
ним вiд нуля лише у випадку першої кутової моди
n=0).

Формули (28), (29) разом зi спiввiдношен-
ням (27) встановлюють кiлькiсний зв’язок мiж ха-
рактеристиками акустичного поля в каналi (густи-
ною ρa i тиском pa) та параметрами течiї, каналу
i локального звуження. У них також вiдображе-
но (в неявному виглядi) iнформацiю про структу-
ру збуреної звуженням течiї, що дає можливiсть
пов’язувати просторово-часову i/або кореляцiйно-
спектральну структуру акустичного поля з вiд-
повiдними вихоровими утвореннями в областi
збурення.

2.2.2. Акустична енергiя

Акустична енергiя Π(ω), яка проходить крiзь по-
перечний перерiз каналу z=const на частотi ω, ви-
значається зi спiввiдношення [18, 21, 31]:

Π(ω)δ(ω − ω′) =

=

a
∫

0

2π
∫

0

〈p̃∗a(r, z, ω)ṽaz(r, z, ω′)〉rdrdφ.
(30)

Тут дужки 〈·〉 означають операцiю осереднення за
часом, зiрочка вказує на комплексне спряження, а
через p̃a i ṽaz позначено образи Фур’є тиску (29)
та осьової компоненти акустичної швидкостi вiд-
повiдно:

p̃a(r, z, ω) =
1

2π

∞
∫

0

pa(r, z, t)eiωtdt =

= − i

a2

∞
∑

m=1

J0(α0mr)

J2
0 (α0ma)

1

k0m

[

ze
∫

l/2

eik0m(z−z0)dz0×

×
a

∫

0

∂2T̃ij(r0, z0, ω)

∂yi∂yj
J0(α0mr0)r0dr0+

+aJ0(α0ma)

ze
∫

l/2

∂F̃i(a, z0, ω)

∂yi
eik0m(z−z0)dz0

]

,

ṽaz =
1

iρ0ω

∂p̃a

∂z
.

(31)

Пiдстановка спiввiдношень (31) у формулу (30)
дає вираз для акустичної енергiї Π(ω), згенерова-

ної збуреною за звуженням течiєю:

Π(ω)=

∞
∑

m=1

Πm(ω)=
π

a2ρ0ω

∞
∑

m=1

1

J2
0 (α0ma)

×

× 1

k0m

[

a
∫

0

ze
∫

l/2

J0(α0mr0)r0dr0dz0×

×
a

∫

0

ze
∫

l/2

∂4ST
ijkl(r0, z0, r

′
0, z

′
0, ω)

∂yi∂yj∂y′k∂y′l
×

×J0(α0mr′0)e
−ik0m(z′

0
−z0)r′0dr′0dz′0+

+a2J2
0 (α0ma)

ze
∫

l/2

dz0

ze
∫

l/2

∂2SF
ik(a, z0, a, z′0, ω)

∂yi∂y′k
×

×e−ik0m(z′

0
−z0)dz′0+2aJ0(α0ma)×

×Re

(

a
∫

0

ze
∫

l/2

J0(α0mr0)r0dr0dz0×

×
ze

∫

l/2

∂3STF
ijk (r0, z0, a, z′0, ω)

∂yi∂yj∂y′k
e−ik0m(z′

0
−z0)dz′0

)]

,

(32)

в якому ST
ijkl та SF

ik – вiдповiдно взаємнi спектри
образiв Фур’є напружень Лайтхiла Tij,

ST
ijkl(r0, z0, r

′
0, z

′
0, ω)δ(ω − ω′) =

= 〈T̃ ∗
ij(r0, z0, ω)T̃kl(r

′
0, z

′
0, ω

′)〉,

та компонент прикладених до стiнки каналу сил
на одиницю площi Fk,

SF
ik(a, z0, a, z′0, ω)δ(ω − ω′) =

= 〈F̃ ∗
i (a, z0, ω)F̃k(a, z′0, ω

′)〉;

а STF
ijk – взаємний спектр образiв Фур’є напружень

Лайтхiла Tij i сил Fk,

STF
ijk (r0, z0, a, z′0, ω)δ(ω − ω′) =

= 〈T̃ ∗
ij(r0, z0, ω)F̃k(a, z′0, ω

′)〉;

Re (·) означає дiйсну частину вказаної в дужках
комплексної величини.

Аналiз спiввiдношення (32) показує, що акусти-
чна енергiя Π не залежить вiд осьової координа-
ти z, а отже Π не спадає зi збiльшенням вiдстанi
вiд джерел (що i має вiдбуватись у жорсткостiн-
ному каналi, де немає втрат енергiї). Окрiм того,
Π дорiвнює сумi енергiй Πm акустичних мод ка-
налу Ψ0m. При цьому енергiя окремої моди Πm
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складається з трьох доданкiв. Перший з них являє
собою акустичну енергiю, згенеровану об’ємними
квадруполями ∂2Tij/∂yi∂yj , другий – енергiю, ви-
промiнену поверхневими диполями ∂Fi/∂yi, а тре-
тiй зумовлений взаємним внеском в акустичне по-
ле квадруполiв i диполiв (їхньою взаємодiєю).

2.3. Загальнi зауваження

Сукупнiсть наведених у пiдроздiлах 2.1 i 2.2
операцiй являє собою аналiтично-чисельний ме-
тод розв’язування задач генерацiї звуку течiями
в каналах з локальними геометричними неодно-
рiдностями. Згiдно з ним знайденi поля гiдроди-
намiчних параметрiв використовуються для опи-
су джерел звуку, а для знаходження поля те-
чiї та акустичного поля застосовуються методи
функцiй Грiна i власних функцiй, а також мето-
ди кореляцiйно-спектрального аналiзу. Тестуван-
ня розробленого методу для типових значень па-
раметрiв течiї, каналу i локального звуження буде
проведено у наступнiй частинi дослiдження. Там
же й буде зроблено висновок про можливiсть за-
стосування запропонованого методу для розв’язу-
вання вiдповiдних задач механiки та акустики.
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ДОДАТОК. УМОВНI ПОЗНАЧЕННЯ

(r, φ, z) – цилiндричнi координати;
a – радiус поперечного перерiзу каналу;
l – довжина локального звуження кана-

лу;
rs – функцiя, яка описує геометрiю ло-

кального звуження каналу;

δs – параметр форми локального звужен-
ня каналу;

ρ – густина рiдини;
ρ0 – густина незбуреної рiдини;
ρa – акустичнi флуктуацiї густини;
µ – динамiчна в’язкiсть рiдини;
ν – кiнематична в’язкiсть рiдини;
U – осереднена осьова швидкiсть течiї;
ui, ur, uz – компоненти швидкостi течiї;
Ui – компоненти швидкостi нестисливої

рiдини;
pij – тензор напружень;
τij – тензор дотичних напружень;
Tij – напруження Лайтхiла;
p – гiдродинамiчний тиск;
p0 – тиск у незбуреному середовищi;
pa – акустичнi флуктуацiї тиску;
P – тиск у нестисливiй рiдинi;
Ω – завихоренiсть;
Ψ – функцiя течiї;
zi, z0 – вхiдний та вихiдний перерiзи кон-

трольного об’єму;
Gp, G – функцiї Грiна;
δ(·) – дельта-функцiя Дiрака;
δij – символ Кронекера;
c0 – швидкiсть звуку в незбуреному сере-

довищi;
k0 – акустичне хвильове число;
αnm, βnm – радiальнi хвильовi числа;
knm – осьовi хвильовi числа;
Φnm – власнi функцiї каналу;
Ψnm – акустичнi моди каналу.
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