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Рассмотрены колебания бесконечной пластины, контактирующей с акустической средой, которые возбуждаются
двигателем ограниченной мощности, расположенном на упругом фундаменте. Изучаемая система разделена на две
подсистемы: “двигатель–фундамент” и “фундамент –пластина – среда”. В подсистеме “двигатель–фундамент” обна-
ружены три класса установившихся режимов: стационарный, периодический и хаотический. Для первого класса
режимов колебания пластины и давление в акустической среде описываются периодическими функциями времени,
а для второго – модулированными периодическими функциями (в общем случае, содержащими счетное количество
гармоник, частоты которых расположены с постоянным интервалом). Колебания и волны, соответствующие тре-
тьему классу, описываются хаотическими функциями, имеющими непрерывные частотные спектры. Для системы,
в которой двигатель расположен непосредственно на бесконечной пластине (без фундамента), показано, что хаос
может возникнуть из-за обратного влияния волн в бесконечной гидроупругой подсистеме на режимы вращения
двигателя. В этом случае процесс вращения вала двигателя описывается решением нелинейного дифференциаль-
ного уравнения четвертого порядка. Здесь возможны три класса установившихся режимов, аналогичные режимам,
которые характерны для системы с упругим фундаментом. Показано, что двигатель может генерировать в среде
три типа волн: периодические, модулируемые волны с бесконечным числом гармоник или хаотические.

Розглянутi коливання нескiнченної пластини, що контактує з акустичним середовищем, збуджуванi двигуном обме-
женої потужностi, розташованим на пружному фундаментi. Дослiджувана система роздiлена на двi пiдсистеми:
“двигун – фундамент” i “фундамент –пластина– середовище”. У пiдсистемi ”двигун –фундамент” виявленi три класи
сталих режимiв: стацiонарний, перiодичний i хаотичний. Для першого класу режимiв коливання пластини i тиск
в акустичному середовищi описуються перiодичними функцiями часу, а для другого – модульованими перiодични-
ми функцiями (в загальному випадку такими, що мiстять злiченну кiлькiсть гармонiк, частоти яких розташованi
зi сталим iнтервалом). Коливання й хвилi, якi вiдповiдають третьому класу, описуються хаотичними функцiями
з неперервними частотними спектрами. Для системи, в якiй двигун розташовано безпосередньо на нескiнченнiй
пластинi (без фундаменту), показано, що хаос може виникнути через зворотнiй вплив хвиль у нескiнченнiй гiдро-
пружнiй пiдсистемi на режими обертання двигуна. В цьому випадку процес обертання вала двигуна описується
розв’язком нелiнiйного диференцiйного рiвняння четвертого порядку. Тут можливi три класи сталих режимiв, ана-
логiчнi режимам, якi характернi для системи з пружним фундаментом. Показано, що двигун може генерувати в
середовищi три типи хвиль: перiодичнi, модульованi хвилi з нескiнченним числом гармонiк або хаотичнi.

Vibration of an infinite plate contacting to an acoustic medium, where the plate is subjected to excitation by a motor of
limited capacity, is considered. Considered system is divided into two subsystems: “motor – foundation” and “foundation –
plate –medium”. In the subsystem “motor – foundation” three classes of steady-state regimes are determined: the stationary,
the periodical and the chaotic ones. For the first class of regimes the vibrations of the plate and the pressure in an acoustic
fluid are periodic functions of time, and for the second they are modulated periodic functions (in general case, containing
the countable set of harmonics having the frequencies at constant interval. The vibration and the waves corresponding
to the third class are described by the chaotic functions having the continuous frequency spectra. For the system where
the motor stands directly on an infinite plate (without foundation) it is shown that the chaos might occur in the system
due to the feedback influence of waves, arising in the infinite hydro-elastic subsystem, onto the regimes of motor shaft
rotation. In this case the process of rotation can be described as the solution of the fourth-order nonlinear differential
equation. Here exists the same three classes, as for the model with elastic foundation. It is shown that the motor can
generate three types of waves in the medium: periodic waves, modulated waves with an infinite number of harmonics, and
the chaotic ones.

ВВЕДЕНИЕ

Под эффектом Зоммерфельда – Кононенко [1 –
3] понимают совокупность специфических явле-
ний, обусловленных взаимодействием механизмов
возбуждения (источников энергии) и колебатель-
ной нагрузки. Являясь проявлением закона сохра-
нения энергии, этот эффект в той или иной ме-
ре присутствует всегда, но особенно существенна
его роль в случаях, когда мощность механизма
сопоставима с мощностью, потребляемой нагруз-
кой на внутреннем демпфировании. Это – случай
так называемой “ограниченной” мощности механи-

зма или неидеального источника энергии, когда
нагрузка находится под “ограниченным” (неиде-
альным) возбуждением. Довольно полное изуче-
ние проявлений указанного эффекта для различ-
ных вибрационных нагрузок дано в работах Ко-
ноненко [1] и его учеников [4 –6]. В них, в част-
ности, показано, что для двигателя с вращающим-
ся валом нагрузка “создает” дополнительный мо-
мент, пропорциональный коэффициенту демпфи-
рования, тем самым уменьшая скорость вращения
вала.

Отметим, что все машины излучают акустиче-
скую энергию, т. е. являются источниками шума.
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Как правило, на практике этот фактор рассматри-
вается как нежелательный и вредный. Более того,
в некоторых случаях потеря энергии на излучение
звуковых и упругих волн в окружающих объек-
тах может оказываться существенной для динами-
ки самих машин и механизмов. Характерные осо-
бенности ограниченного возбуждения гидроупру-
гих систем, где существенная доля использованной
энергии транспортируется волнами, были изучены
в работах [7,8]. В них рассматривались колебания
бесконечной пластины в контакте с акустической
средой при возбуждении пластины в некоторой то-
чке или вдоль прямой.

Введение условия ограниченности мощности ме-
ханизма приводит к тому, что его динамика на-
чинает зависеть от поведения нагрузки, а с ма-
тематической точки зрения описывается неполной
системой уравнений. Замыкание указанной систе-
мы осуществляется добавлением уравнения, пред-
ставляющего поведение нагрузки. Вследствие это-
го размерность математической модели увеличи-
вается. Известно, что увеличение порядка совоку-
пной математической модели может быть решаю-
щим фактором, делающим возможным появление
хаотических режимов. В общем случае, хаос мо-
жет появляться в решениях гладких (дифферен-
цируемых) систем нелинейных уравнений третье-
го или более высоких порядков [9,10].

В этом случае механизм не просто количествен-
но “чувствует” эффект нагрузки, но его функцио-
нирование может происходить согласно качествен-
но иным законам. До обнаружения хаоса в детер-
минированных системах при построениях матема-
тических моделей различных физических процес-
сов обычно использовался принцип редукции, т. е.
деления всего процесса на части и анализа каждой
подсистемы в отдельности. Существование хаоти-
ческих режимов привело к пониманию того, что
полная, сложная система может иметь сложный
режим поведения именно вследствие взаимодей-
ствия между несколькими компонентами. Напри-
мер, хаос возможен для модели, описывающей
двухмодовое приближение в гидроупругой систе-
ме “труба – жидкость” [11]. В работах [12 –17] рас-
сматривались условия возникновения хаоса при
взаимодействии между механизмом и вибрацион-
ными системами.

Что же такое хаос и как мы понимаем его
появление в решениях системы дифференциаль-
ных уравнений, удовлетворяющих теореме Коши
о единственности решения? Известно, что реше-
ния детерминированной динамической системы не
могут быть случайными, так как по теореме Коши
однозначно определяются начальными условиями.

Хаотическое поведение отличается от случайно-
го тем, что оно соответствует совокупности реше-
ний детерминированной динамической системы.
Тенденции решений детерминированной системы
к порядку и хаосу в асимптотическом смысле об-
условлены локальной устойчивостью и неустойчи-
востью. Локально устойчивое ограниченное дви-
жение – это либо состояние равновесия, либо пе-
риодическое (квазипериодическое) движение. Ло-
кально же неустойчивое установившееся ограни-
ченное решение определяется как хаотическое.
Кроме локальной неустойчивости, важным усло-
вием возникновения хаотических движений явля-
ется отсутствие глобального расширения (огра-
ниченность), т. е. устойчивость по Пуассону. Та-
ким образом, “хаотические движения” определяю-
тся как непериодические (апериодические) устано-
вившиеся движения, устойчивые по Пуассону, но
локально неустойчивые.

Заметим, что когда речь идет о практическом
решении нелинейных дифференциальных урав-
нений, в большинстве случаев они не интегри-
руются в квадратурах и исследуются обычными
численными методами. Каждое численное реше-
ние (реализация) однозначно определяется на-
чальными данными. В хаотическом случае все
реализации ограничены по величине для любо-
го момента времени (устойчивы по Пуассону), ка-
ждая из них однозначно определяется своими на-
чальными условиями (точность задания которых
ограничена либо точностью физических измере-
ний, либо точностью задания чисел в современ-
ных вычислительных машинах) и две близкие в
начальный момент траектории (реализации) эк-
споненциально удаляются друг от друга со време-
нем. В силу принципиальной невозможности за-
дать начальные условия с абсолютной точностью,
два близких в начальный момент решения че-
рез конечный (иногда довольно большой) интер-
вал времени могут оказаться на значительном рас-
стоянии друг от друга. На неустойчивость как
причину непредсказуемости указывал А. Пуанка-
ре [18]. Аналогичная аргументация имеется и у
Н. С. Крылова [19]. Она сводится к тому, что
события, возникающие в результате неустойчи-
вых движений, непредсказуемы, так как сколь бы
точно ни были заданы начальные условия (а их
точность практически всегда ограничена), спустя
достаточно большое время малейшее отклонение
в их значениях приводит к ощутимым различи-
ям.

Подчеркнем, что хаотические решения можно
охарактеризовать только как совокупность чис-
ленных реализаций, так как каждое решение в от-
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дельности не представляет достаточной информа-
ции о поведении системы: нет однозначного соо-
тветствия между параметрами решения и момен-
тами времени в силу невозможности точно задать
начальные условия. При этом состояние физиче-
ской системы описывается как имеющее параме-
тры решения в некотором диапазоне значений,
(“блуждающие” параметры).

В данной работе изучаются возможности появ-
ления хаотических и регулярных режимов взаимо-
действия между двигателем ограниченной мощ-
ности, имеющим некоторый эксцентриситет, и
упругой бесконечной пластиной, контактирующей
с акустической средой. Впервые на возможность
акустического хаоса в подобной системе было ука-
зано в работе [17]. Ниже будут рассмотрены две
различные математические модели исследуемой
физической системы. В первой пластина подверга-
ется возбуждению двигателем через упругий фун-
дамент, а во второй – находится под непосред-
ственным воздействием двигателя.

1. ПОСТРОЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МО-
ДЕЛИ

В реальных условиях машины устанавливаются
на фундаментах, обладающих некоторой упруго-
стью, а в процессе работы генерируют шум, излу-
чаемый в окружающее пространство. Таким обра-
зом происходит взаимодействие машины, выступа-
ющей в качестве механизма возбуждения, с подси-
стемами, имеющими различную физическую при-
роду. В качестве примера рассмотрим двигатель
ограниченной мощности с эксцентриком [1], уста-
новленный на фундаменте. Фундамент моделиру-
ем одностепенной упругой системой – нелинейной
пружиной (рис. 1). Будем считать, что последняя
соединена с бесконечной упругой пластиной, кон-
тактирующей с акустическим полупространством.
Пусть упругая пластина имеет толщину h и плот-
ность ρ0, ее срединная поверхность совпадает с
плоскостью x=0, а полупространство x<0 запол-
нено жидкостью с плотностью ρ и скоростью зву-
ка c. Будем также полагать, что пружина имеет
жесткость c0−γu2 (где u – деформация пружины)
и помещена в точку O, являющуюся началом ци-
линдрической системы координаты r, ϕ, x. Пола-
гаем, что двигатель со статической массой M име-
ет дисбаланс – неуравновешенную массу m – на
расстоянии a от оси вращения вала. При враще-
нии вала вертикальная составляющая силы инер-
ции, возникающей вследствие дисбаланса, состав-
ляет −ma d2(cos Θ)/dt2, где Θ – угол поворота ва-
ла, отсчитываемый от верхнего положения верти-

0 r

x m

a
u(t)

Рис. 1. Схема рассматриваемой системы

кальной оси. При возбуждении системы двигате-
лем с ограниченной мощностью угловая скорость
вала Θ̇=dΘ/dt не является заданной величиной, а
представляет собой дополнительную неизвестную
функцию. Причиной этого является то, что вра-
щение вала находится под влиянием обратного во-
здействия колебаний пружины и пластины, а так-
же волн в гидроупругой системе.

Уравнения, описывающие упругие вибрации
фундамента u(t) и изгибные колебания пластины
w(r, t), запишем в виде [1,6 –8]

M

[
ü +

∂2w(0, t)

∂t2

]
+ κ0u̇ + c0u − γu3 =

= ma
d2(cos Θ)

dt2
,

D∆2w(r, t) + ρ0h
∂2w(r, t)

∂t2
=

= (c0u − γu3)
δ(r)

2πr
+ p(r, 0, t),

(1)

где

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
;

κ0 – коэффициент демпфирования; D – изги-
бная жесткость пластины; δ(r) – функция Дирака;
p(r, x, t) – акустическое давление в жидкости (при
x < 0), удовлетворяющее волновому уравнению

∆p(r, x, t) +
∂2p

∂x2
=

∂2p

c2∂t2
. (2)

В уравнении (1) и везде ниже точкой над перемен-
ной обозначаем полную производную по времени
d/dt (чтобы отличить ее от ∂/∂t для величин, за-
висящих также от пространственных координат).

Если бы мы исследовали колебания фундамен-
та и пластины при действии двигателя бесконеч-
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но большой мощности, то величину силы инер-
ции −ma d2(cos Θ)/dt2 можно было бы считать за-
данной и система уравнений (1), (2) была бы за-
мкнутой. Однако для рассматриваемого случая
в математической модели колебаний фундамента
и пластины с “ограниченным” возбуждением не-
обходимо учесть дополнительное уравнение вра-
щения вала (с учетом эффекта Зоммерфельда –
Кононенко). Это уравнение имеет вид

IΘ̈ = L(Θ̇) − H(Θ̇)+

+ma sin Θ

[
g + ü +

∂2w(0, t)

∂t2

]
.

(3)

Здесь I – момент инерции вала ротора; L(Θ̇) – дви-
жущий момент; H(Θ̇) – момент сил сопротивления
двигателя [1,2]; g – ускорение свободного падения.

Система нелинейных уравнений (1) – (3) опи-
сывает сложный процесс перераспределения энер-
гии двигателя в акустическое поле и колебания
фундамента с пластиной. Особо подчеркнем, что,
как следует из геометрических соображений, вза-
имодействие между вибрациями u(t) и вращением
вала, описываемым углом Θ(t), в принципе, всегда
нелинейно. Чтобы упростить решение нелинейной
системы дифференциальных уравнений, рассмо-
трим случай резонансных колебаний фундамента
и предположим, что u(t)>w(r, t). Тогда исследуе-
мую систему уравнений (1) – (3) можно разделить
на две подсистемы. Первая из них описывает про-
цесс резонансных колебаний фундамента, возбуж-
даемых двигателем ограниченной мощности:

Mü + κ0u̇ + c0u − γu3 = ma
d2(cos Θ)

dt2
,

IΘ̈ = L(Θ̇) − H(Θ̇) + ma sin Θ[g + ü].

(4)

Вторая, связанная с первой, описывает динамику
бесконечной гидроупругой системы:

D∆2w+ρ0h
∂2w

∂t2
=(c0u−γu3)

δ(r)

2πr
+p(r, 0, t),

∆p +
∂2p

∂x2
=

∂2p

c2∂t2
.

(5)

Ограничимся рассмотрением установившихся
режимов взаимодействия подсистем (4) и (5). Для
этого введем малый положительный параметр

ε =
m

M
. (6)

Вращательную скорость вала Θ̇ считаем близкой
к собственной частоте фундамента ω0=(c0/M )1/2.

Математически это резонансное условие можно за-
писать как

Θ̇ = ω0 +
1

2
ε2/3ω0ν(τ ), (7)

где τ =ε2/3Θ(t)/2 – введенное “медленное” вре-
мя (по определению [20] медленной переменной
называется такая переменная y(t), для которой
ẏ(t)=O(ε)). Резонансное решение для u ищем в
форме

u(t) = ε1/3a[α(τ ) cos Θ + β(τ ) sin Θ]. (8)

Тогда для новых безразмерных переменных α(τ ) и
β(τ ) после усреднения по “быстрому” времени Θ(t)
получаем систему уравнений

dα

dτ
= −ηα − νβ − γ1(α

2β + β3),

dβ

dτ
= −ηβ + να + γ1(α

3 + αβ2) + 1,

(9)

где

η =
κ0

Mε2/3ω0
; γ1 =

3γ

4Mω2
0

.

Напомним, что, согласно [20], быстрая перемен-
ная y1(t) характеризуется масштабом изменения
во времени ẏ(t)=O(1).

Поскольку мы исследуем установившиеся режи-
мы взаимодействия, то в качестве движущего мо-
мента в двигателе L(Θ̇) будем использовать его
статическую характеристику [1]:

(L − H)I−1 = 2ε2/3ω−1
0 M1(Θ̇).

Введя замену переменных

Θ̇ = Ω(τ ) (10)

и используя процедуру усреднения по быстрому
времени Θ, запишем уравнение для Ω в виде

dΩ

dτ
= M1(Ω) − µβ. (11)

Здесь µ=m1/3M2/3a2ω0I
−1. Аппроксимируем ста-

тическую характеристику двигателя линейной
функцией:

M1(Ω) = N0 − N1Ω, (12)

где N0, N1 – постоянные. Тогда справедливо сле-
дующее уравнение для переменной расстройки ча-
стоты ν:

dν

dτ
= N2 − N1ν − µ1β. (13)

Здесь N2 =2M2/3m−2/3(N0ω
−1
0 −N1); µ1 =

= 2M4/3m−1/3a2I−1. Таким образом, сложное
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резонансное взаимодействие между колебани-
ями фундамента и вращением вала приводит
к рассмотрению двух нелинейных связанных
уравнений (9) и линейного уравнения (13).

Заметим, что даже если фундамент аппрокси-
мируется линейной характеристикой (γ1=0), про-
цесс взаимодействия остается нелинейным, как и
система уравнений (9), (13). Следует подчеркнуть,
что при идеальном (неограниченном) возбужде-
нии колебаний “линейного” фундамента система
усредненных уравнений (9) будет двухпараметри-
ческой (с двумя постоянными параметрами η и ν),
т. е. без хаотических режимов. В то же время, при
рассмотрении ограниченного возбуждения ν ста-
новится дополнительной переменной, что, в прин-
ципе, может приводить к хаотизации в системе
уравнений (9), (13), так как ее размерность равна
трем, а уравнения (9) содержат нелинейные члены
να и νβ.

2. УСТАНОВИВШИЕСЯ РЕЖИМЫ ВЗА-
ИМОДЕЙСТВИЯ

Установившиеся режимы, реализующиеся в си-
стеме уравнений (9), (13), соответствуют асим-
птотическим траекториям в трехмерном фазовом
пространстве (α, β, ν). Возможны следующие ти-
пы асимптотических траекторий: некоторая фик-
сированная точка (размерность ноль), замкнутая
кривая (размерность единица), тор (размерность
два), странный аттрактор (фрактальная размер-
ность). Все они, кроме последнего, являются регу-
лярными. Фиксированные точки (точки равнове-
сия) соответствуют стационарным решениям сис-
темы, когда

dα

dτ
=

dβ

dτ
=

dν

dτ
= 0. (14)

Замкнутые кривые в фазовом пространстве и кри-
вые на торе описывают соответственно периодиче-
ски и квазипериодически изменяющиеся α(τ ), β(τ )
и ν(τ ). Странному аттрактору, когда α(τ ), β(τ )
и ν(τ ) изменяются непредсказуемо, соответствует
хаотический установившийся режим в регулярной
системе уравнений (9), (13).

В результате численных экспериментов в рас-
сматриваемой системе обнаружены все возможные
типы траекторий, как регулярные, так и хаотиче-
ские. Заметим, что при этом использовался метод
Рунге – Кутта четвертого порядка.

Система уравнений (9), (13) содержит пять па-
раметров (η, γ1, N2, N1, µ1), которые, в совокупно-
сти с начальными условиями, определяют ее пове-
дение в установившихся режимах. При расчетах

N1

0.4 0.5 0.6 0.7

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

Рис. 2. Зависимость максимального показателя
Ляпунова λ0 от значений параметра N1

принималось, что

η=0.1, γ1 =0.125, N2=0.04, µ1=0.5. (15)

Параметр N1 рассматривался как бифуркацион-
ный и варьировался с целью определения всех
возможных классов асимптотических траекторий.
За исключением специально оговоренных случаев,
начальные условия полагались нулевыми:

α(0) = β(0) = ν(0) = 0.

Как отмечено выше, хаотические решения обла-
дают свойством локальной неустойчивости. Ма-
тематически это выражается в том, что для них
положителен хотя бы один (максимальный) пока-
затель Ляпунова λ0. Поэтому существование при
определенной комбинации параметров λ0 >0 яв-
ляется одним из критериев установления в си-
стеме хаотических режимов. На рис. 2 показана
зависимость максимального показателя Ляпуно-
ва для системы (9), (13) от параметра N1. Для
определения этого показателя использован алго-
ритм Бенеттина [21]. Из рисунка видно, что в си-
стеме имеются две области хаотических режимов:
0.489≤N1≤0.506 и 0.631≤N1≤0.671.

При 0<N1<0.382 в системе существует поло-
жение устойчивого равновесия, соответствующее
первому классу установившихся режимов – стаци-
онарному. Периодические же решения системы ре-
ализуются при значениях параметра N1, лежащих
в интервалах 0.382≤N1<0.489, 0.506<N1<0.631
и 0.671<N1<3.0.

При N1 =0.70 искомые переменные являются
периодическими функциями, а в фазовом про-
странстве им соответствует двухоборотный пре-
дельный цикл (рис. 3, а). На рис. 3, б показаны гра-
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Рис. 3. Периодический режим для N1 =0.70:
а – траектория в фазовом пространстве,

б – мощности P1, P2 и P

фики безразмерных мощностей: мощности двига-
теля P1=N2−N1ν, мощности, потребляемой при
колебаниях фундамента, P2=−ηµ1(α

2+β2) и со-
вокупной мощности P =P1+P2.

Периодический характер изменения мощностей
четко прослеживается на рис. 3, б, причем пери-
од их изменения T ≈14 с. Естественно, мощность
P2, потребляемая фундаментом, в течение этого
времени остается отрицательной. Мощность дви-
гателя P1 на отдельных временных отрезках так-
же может становиться отрицательной, но ее сред-
нее значение за период положительно и равно 0.9.
Средняя же за период величина P2 равна −0.9.
Как и следовало ожидать, для установившихся ре-
жимов совокупная мощность колеблется в течение
периода T вокруг нулевого значения.

Хаотическая траектория (хаотический аттрак-
тор), реализуемая в системе при N1 =0.64, пока-
зана на рис. 4, а. Временные зависимости мощно-
стей для этого случая приведены на рис. 4, б. Ви-
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Рис. 4. Хаотический режим для N1 =0.64:
а – траектория в фазовом пространстве,

б – мощности P1 , P2 и P

дно, что здесь, также как и в периодических режи-
мах, совокупная мощность P =P1+P2 колеблется
вокруг нуля, однако не существует постоянного пе-
риода (в медленном времени), в течение которого
усредненная величина этой мощности равнялась
бы нулю.

Таким образом, в системе “двигатель –
фундамент” обнаружены три класса устано-
вившихся режимов:

1) стационарные режимы (колебания фундамен-
та происходят с постоянной амплитудой и ча-
стотой, а вал двигателя вращается с постоян-
ной скоростью);

2) режимы с периодически изменяющимися ам-
плитудой и частотой колебаний фундамен-
та, скорость вала периодически изменяется во
времени;

3) хаотические режимы (амплитуда и частота
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колебаний, а также скорость вращения дви-
гателя изменяются во времени хаотично).

Последний режим устанавливается в системе
асимптотически и она не может выйти из него без
дополнительного внешнего воздействия.

3. РЕГУЛЯРНЫЕ И ХАОТИЧЕСКИЕ ВОЛ-
НЫ В БЕСКОНЕЧНОЙ ГИДРОУПРУГОЙ
СИСТЕМЕ

Решения системы (5) будем искать с учетом
естественного граничного условия непрерывности
нормальной компоненты скорости при переходе от
пластины к жидкости:

∂w

∂t
= vx, x = 0.

Воспользовавшись связью между акустическим
давлением и колебательной скоростью в среде

∂p(r, x, t)

∂x
= −ρ

∂vx

∂t
,

преобразуем граничное условие в равенство

−ρ
∂2w(r, t)

∂t2
=

∂p(r, x, t)

∂x
, x = 0. (16)

Применим метод интегральных преобразований
Лапласа по времени и Ханкеля по радиальной
координате. Общие выражения для прогиба пла-
стины и давления в жидкости представим в ви-
де [22 –24]

w(r, t) =
1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞

∞∫

0

ζ1(λ, s)J0(λr)λestdλds,

p(r, x, t) =
1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞

∞∫

0

ζ2(λ, s)J0(λr)×

×ex
√

λ2+s2/c2

λestdλds.

(17)

Здесь J0(λr) – функция Бесселя нулевого порядка.
Знак у квадратного корня в экспоненте (17) всегда
выбирается положительным, чтобы выполнялось
условие

√
λ2+s2/c2>0 и давление при x→−∞ не

возрастало.
Удовлетворение граничного условия (16) при-

водит к следующей связи изображений искомых
функций ζ1(λ, s) и ζ2(λ, s):

ζ2(λ, s) = − ρs2

√
λ2 + s2/c2

ζ1(λ, s). (18)

Преобразовав по Лапласу функцию c0u−γu3, вве-
дем в рассмотрение функцию-изображение:

Φ(s) =

∞∫

0

[c0u(t) − γu3(t)]e−stdt =

=

∞∫

0

[ε1/3ac0(α cos Θ + β sinΘ)−

−εa3γ(α cos Θ + β sin Θ)
3
]e−stdt.

(19)

Тогда искомое решение запишется как

w(r, t) =
1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞

∞∫

0

Φ(s)

ξ(λ, s)
J0(λr)λestdλds,

p(r, x, t) = − 1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞

∞∫

0

ρs2Φ(s)

ξ(λ, s)
J0(λr)λ×

×est ex
√

λ2+s2/c2

√
λ2 + s2/c2

dλds.

(20)

Здесь

ξ(λ, s) = Dλ4 + ρ0hs2 +
ρs2

√
λ2 + s2/c2

. (21)

Таким образом, по изображению функции силово-
го воздействия и соотношениям (20) можно опре-
делить конкретный вид решения для изгибных ко-
лебаний пластины w(r, t) и акустического давле-
ния p(r, x, t).

Для первого класса установившихся режимов
колебаний фундамента, когда u(t) является пери-
одической функцией времени с постоянными ам-
плитудами α0, β0 и частотой Ω0, колебания пла-
стины w(r, t) имеют вид

w(r, t)=
c1α0−3γ2α

3
0/4

2π
Re

[
e−iΩ0t

∞∫

0

J0(λr)λ

ξ(λ, iΩ0)
dλ

]
+

+
c1β0−3γ2β

3
0/4

2π
Im

[
e−iΩ0t

∞∫

0

J0(λr)λ

ξ(λ, iΩ0)
dλ

]
−

−γ2α
3
0

8π
Re

[
e−3iΩ0t

∞∫

0

J0(λr)λ

ξ(λ, 3iΩ0)
dλ

]
+

+
γ2β

3
0

8π
Im

[
e−3iΩ0t

∞∫

0

J0(λr)λ

ξ(λ, 3iΩ0)
dλ

]
,

где c1=ε1/3ac0; γ2 =εa3γ; Re и Im обозначают
действительную и мнимую части функции.
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Для второго класса установившихся режимов
колебаний фундамента u(t) представляет собой
модулированную периодическую функцию (ам-
плитуда и частота которой также являются пери-
одическими функциями времени). В этом случае
колебания пластины и давление в жидкости опи-
сываются сложными, но регулярными функциями
времени, содержащими бесконечное число гармо-
ник ряда Фурье. Рассмотрим этот режим подро-
бнее. Пусть решение системы уравнений (9), (13) –
периодическое, в наиболее простом случае опи-
сывающееся функциями

α = α1 cos ωτ = α1 cos(ε2/3ω0ωt/2),

β = β1 sin ωτ = β1 sin(ε2/3ω0ωt/2),

ν = ν1 cos ωτ = ν1 cos(ε2/3ω0ωt/2),

(22)

где α1, β1, ν1 – постоянные величины; ω – безра-
змерная круговая частота цикла. Тогда

u(t)

a
= ε1/3α1 cos(ε2/3ω0ωt/2)×

× cos

(
ω0t +

ν1

ω
sin(ε2/3ω0ωt/2) − ν1

ω

)
+

+ε1/3β1 sin(ε2/3ω0ωt/2)×

× sin

(
ω0t +

ν1

ω
sin(ε2/3ω0ωt/2) − ν1

ω

)
=

= F1(t) cos

(
ν1

ω
sin(ε2/3ω0ωt/2)

)
+

+F2(t) sin

(
ν1

ω
sin(ε2/3ω0ωt/2)

)
=

= F1(t)

[
J0

(
ν1

ω

)
+ 2

∞∑

k=1

J2k

(
ν1

ω

)
×

× cos(kε2/3ω0ωt)

]
+

+2F2(t)

∞∑

k=1

J2k−1

(
ν1

ω

)
×

× sin
(
(k − 1/2)ε2/3ω0ωt

)
,

(23)

где F1 и F2 – периодические функции с частотой
Ω1, причем

Ωk = ω0 ±
k

2
ε2/3ω0ω,

k = 1, 2, . . . ,∞.

(24)

Пример спектральной плотности и временной
зависимости функции u(t)/a, характерных для
модулированного периодического режима, приве-
ден на рис. 5. Расчет проводился при ε=0.1,
f0 =ω0/(2π)≈1.44 Гц и N1=0.70.

Как видно из графика, главный пик часто-
тного спектра соответствует f0(1−3ε2/3/2), а
остальные расположены регулярно с интервалом
fd =ε2/3ωf0/2. В этом случае, вследствие линейно-
сти задачи, выражения (20) для w и p будут пред-
ставлять собой бесконечные суммы слагаемых ви-
да

p 3 −eiΩkt

∞∫

0

J0(λr)λρΩ2
k

ξ(λ, iΩk)

√
λ2 − Ω2

k

c2

×

×ex
√

λ2−Ω2
k
/c2

dλ,

w 3 eiΩkt

∞∫

0

J0(λr)λ

ξ(λ, iΩk)
dλ,

k = 1, 2, . . .,∞.

(25)

Для каждой частоты Ωk в отдельности необходи-
мо рассматривать задачу о волнах, возбуждаемых
в гидроупругом полупространстве. Для этого сле-
дует выполнить обратное преобразование Ханкеля
с учетом особенностей подынтегрального выраже-
ния. Заметим, что на рис. 5 видны девять пиков с
уровнями, превышающими −20 дБ относительно
максимума. Из этого следует, что основная энер-
гия системы сосредоточена между 0.6 и 1.4 Гц. Та-
ким образом, w и p можно с достаточной точно-
стью аппроксимировать суммой девяти решений
для указанных Ωk.

Наконец, для третьего класса установившихся
режимов колебаний фундамента, когда u(t) явля-
ется хаотической функцией с хаотически изменя-
ющейся частотой, функция u(t) имеет непрерыв-
ный спектр. Спектральная плотность и временная
реализация u(t)/a для хаотического режима пред-
ставлены на рис. 6 и 7. Заметим, что диапазоны
основного сосредоточения энергии здесь практи-
чески те же, что и для регулярного режима. По-
этому, в отличие от рис. 5, эти спектры приве-
дены для частот 0.6÷1.4 Гц. Расчет проводился
при ε=0.1, f0≈1.44 Гц и N1 =0.64 (рис. 6 соответ-
ствует нулевым начальным условиям, а рис. 7 –
условиям, в которых от нуля отлична только одна
из амплитуд: α(0)=0.01). Все решения анализи-
ровались по истечении интервала времени, до-
статочного для завершения переходных процессов
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Рис. 5. Периодический режим для N1 =0.70:
а – спектральная плотность, б – временная зависимость u/a

f,  Hz
0.6 0.8 1 1.2 1.4

L
ev

el
, d

B

-20

-15

-10

-5

0

t,  sec
5010 5020 5030 5040 5050 5060

u(
t)

 / 
a

-3

-2

-1

0

1

2

3

а б

Рис. 6. Хаотический режим для N1 =0.64 и нулевых начальных условий:
а – спектральная плотность, б – временная зависимость u/a
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Рис. 7. Хаотический режим для N1 =0.64 и α(0)=0.01:
а – спектральная плотность, б – временная зависимость u/a
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(t>5·104 с).
Различия в частотных спектрах и временных ре-

ализациях для рассматриваемых режимов свиде-
тельствуют о том, что малое (порядка ε2) различие
в начальных условиях приводит к существенным
изменениям траекторий и спектральных плотно-
стей вследствие хаотического поведения расстрой-
ки частот ν. Следовательно, спектральные плот-
ности колебаний пластины w и давления p(r, x, t) в
жидкости, реализуемые при хаотических режимах
колебаний фундамента, также будут непрерывны.

4. О ВОЗМОЖНОСТИ ВОЗНИКНОВЕ-
НИЯ ХАОСА В СИСТЕМЕ “ДВИГАТЕЛЬ–
ПОЛУБЕСКОНЕЧНАЯ ГИДРОУПРУГАЯ
ПОДСИСТЕМА”

Рассмотрим возможность появления хаотиче-
ских волн в системе “двигатель – полубесконечная
гидроупругая подсистема”. В этом случае мы пред-
полагаем, что двигатель стоит непосредственно
на упругой бесконечной пластине без фундамен-
та. Согласно [7], уравнения, описывающие процесс
взаимодействия, представим в виде

IΘ̈ = L(Θ̇) − H(Θ̇)+

+ma sin Θ

[
g +

∂2w(0, t)

∂t2

]
,

D∆2w(r, t) + ρ0h
∂2w(r, t)

∂t2
=

= (Θ̇2 cos Θ + Θ̈ sin Θ)
δ(r)

2πr
+ p(r, 0, t).

(26)

Изгибные перемещения и изменение давления в
этом случае могут быть записаны в форме, анало-
гичной выражению (20), но при

Φ(s) =
ma

2π

∞∫

0

[Θ̇2 cos Θ + Θ̈ sin Θ]e−stdt. (27)

Вращение вала двигателя ограниченной мощ-
ности описывается уравнением, учитывающим
обратное влияние колебаний пластины:

IΘ̈ = L(Θ̇) − H(Θ̇) + ma sin Θ×

×
[
g +

ma

(2π)2i

∂2

∂t2

σ+i∞∫

σ−i∞

∞∫

0

λest

ξ(λ, s)
×

×
( ∞∫

0

(Θ̇2 cos Θ + Θ̈ sin Θ)e−stdt

)
dλds

]
.

(28)

Ясно, что соотношение (28) – нелинейное интегро-
дифференциальное уравнение относительно пе-
ременной Θ. Воспользовавшись приближенным
представлением обратного преобразования Ханке-
ля в точке r=0, из него получаем нелинейное урав-
нение четвертого порядка относительно времени.
Это означает, что в рассматриваемой системе, в
принципе, возможны установившиеся хаотические
режимы. Кроме того, здесь существуют два класса
установившихся регулярных решений: стационар-
ных и периодических (или квазипериодических).
Как и в модели, рассмотренной выше, в установив-
шихся режимах вращения вала двигатель воздей-
ствует на бесконечную упругую пластину моно-
гармонически, по модулированному периодическо-
му закону с бесконечным (счетным) количеством
гармоник, или хаотически. Как видно из уравне-
ний (20) – (25), каждое из указанных воздействий
может приводить к возбуждению соответствующе-
го класса волновых движений в полубесконечной
гидроупругой системе.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проанализированы установившиеся режимы
взаимодействия между полубесконечной гидроу-
пругой системой и двигателем ограниченной мощ-
ности в двух моделях: двигатель, установленный
на фундаменте, и двигатель, непосредственно во-
здействующий на гидроупругую систему. Проде-
монстрирована возможность возбуждения акусти-
ческих хаотических волн в первой из рассматрива-
емых моделей. Эти волны являются результатом
установившихся режимов нелинейного взаимодей-
ствия в подсистеме “двигатель – фундамент”. В
случае, когда двигатель непосредственно установ-
лен на бесконечной пластине, возможны хаоти-
ческие режимы вращения его вала, вызванные
обратным влиянием полубесконечной гидроупру-
гой подсистемы, что, в свою очередь, порождает
хаотические волны в последней. Полученные ре-
зультаты могут быть использованы, в частности,
при оценке шумов и волн, генерируемых машин-
ными отделениями судов.
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